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AVANT-PROPOS.

Comme l'indique le titre de cet Ouvrage, je me suis

proposé, en l'écrivant, d'exposer d'une façon didactique la

Théorie des Formes et son interprétation géométrique géné-

rale.

Ce premier Volume est consacré aux formes binaires et

ternaires, et à celles qui en dérivent; par suite, aussi, aux

espaces à une et à deux dimensions. On trouvera dans le

Tome II la théorie des formes quaternaires et son applica-

tion aux espaces à trois dimensions.

J'ai écarté systématiquement de mon exposition, sauf

dans quelques cas particuliers, ce qu'on pourrait appeler la

partie arithmétique de la Théorie des Formes, c'est-à-dire

celle qui s'occupe de la formation des systèmes complets
d'invariants. Je me contenterai de rappeler à cet égard les

beaux travaux de MM. P. Gordan et D. Hilbert.

Je me suis attaché à l'étude des formes et des systèmes
de formes les plus simples, de façon à embrasser, sous un

point de vue unique, la plupart des théories algébriques de

la Géométrie Analytique.

D'ailleurs, afin d'éviter des répétitions et d'obtenir une

plus grande uniformité, j'ai adopté, dans l'interprétation

géométrique, une terminologie spéciale, facilitant l'appli-

cation aux différents cas particuliers d'un résultat exprimé
en termes généraux.

J'aurais voulu pouvoir joindre au texte une bibliogra-

phie complète des questions traitées; mais le caractère
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didactique de l'Ouvrage s'y opposait. On trouvera dans le

Tome II une liste des principaux ouvrages et mémoires se

rapportant à l'ensemble des théories exposées. Je m'em-

presse de dire dès maintenant que j'ai beaucoup emprunté
en particulier aux travaux bien connus de MM. Darboux,

F. Klein, P. Gordan, Deruyts, S. Lie, Cayley. Clebsch,

Salmon, Laguerre, Reye.

Qu'il me soit permis encore ici d'adresser mes plus vifs

remercîments à M, Gauthier-Yillars qui a bien voulu

accueillir cet Ouvrage et apporter tous ses soins à son

exécution typographique.

H. Andoyer.



LEÇONS
SCR LA

THÉORIE DES FORMES
ET LA

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE SUPÉRIEURE.

LIVRE I.

LA GÉOMÉTRIE BINAIRE.

CHAPITRE I.

THÉORIE GÉNÉRALE DES INVARLWTS DES SYSTÈMES BINAIRES.

1. La Géoraélrie analytique n'est pas seulement l'application

de l'x\naljse à la Géométrie. Si, en effet, inversement, on cherche

à interpréter les diverses théories qui constituent l'Analyse en leur

appliquant le langage géométrique, on est amené à concevoir et à

créer une Géométrie plus générale, qui comprend comme cas par-
ticulier la Géométrie ordinaire, et dont létude facilite singuliè-

rement rintelligence de cette dernière.

Cette Géométrie générale s'est développée de plusieurs façons,

en particulier comme interprétation de la théorie des formes

algébriques : nous Tétudierons exclusivement à ce point de vue si

fécond, nous proposant d'en rechercher les principes fondamen-

taux. C'est à cette élude que nous donnons le nom de Géométrie

analytique supérieure.
Ax. — I. i
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Nous nous bornerons d'ailleurs aux formes qui résultent de la

considération de deux, trois ]ou quatre variables primitives. A ces

différents cas correspondent la Géométrie binaire, la Géomé-
trie ternaire et la Géométrie quaternaire. Dans leur ensenible,

ces trois Géométries correspondent à la Géométrie ordinaire :

nous les étudierons successivement en même temps que les formes

algébriques qui les engendrent.

I. — Les formes binaires. Définitions et généralités.

2. Soient x^ et X2 deux variables pouvant prendre toutes les

valeurs possibles, réelles ou imaginaires : on peut associer en-

semble deux valeurs déterminées quelconques, jKi et^a, attribuées

à ces deux variables, et définir ainsi un élément géométrique (y).
Si nous supposons que Xf et X2 restent toujours finies toutes

deux et ne s'annulent pas en même temps, et si nous faisons en

outre la convention que deux éléments (y) el(z) sont identiques

quand on a ^,^2
—

y2^^ = o, ou, pour abréger, (yz) = o, et seu-

lement dans ce cas, nous aurons ainsi défini un ensemble sim-

plement infini et continu d'éléments (ic) : à chaque valeur du

rapport
—

> par exemple, correspond un élément (^) et un seul, et

réciproquement.
Nous dirons par suite que ces éléments (:r) remplissent ou con-

stituent un espace à une dimension, E.

Les quanti tés jKi et jk2j on plus généralement, py, et pj-2» p étant

une quantité quelconque, finie et non nulle, sont les coordonnées

de l'élément {y). Les éléments particuliers Oi et Oo, qui corres-

pondent respectivement aux hypothèses :r2= o et a;, = o, sont les

éléments fondamentaux, ou éléments de référence.
En Géométrie ordinaire, on peut appliquer ce que nous venons

de dire aux exemples suivants : une droite et les points situés sur

celle droite; une droite et les plans qui passent par cette droite;
«n point et un plan, avec les droites qui passent par ce point et

sont situées dans ce plan ;
une courbe plane unicursale et ses points,

ou bien ses tangentes; une courbe gauche unicursale et ses points,
ou bien ses tangentes, ou bien encore ses plans osculateursj un
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faisceau linéaire ponctuel ou tangentiel de courbes planes ou de

arfaces, etc.

3. Une forme linéaire par rapport aux variables ^i et aro, dont

nous désignerons l'ensemble par (a:), est Ç|X| 4-^2^2? ou, pour

abréger, (^|a;); égalée à zéro, elle définit un élément particulier

dont les coordonnées sont — pHo, 4- pi», et réciproquement. Par

suite, on peut encore déterminer les éléments (x) à l'aide de

nouvelles coordonnées (;), sous la condition
(;jj:')

= o, caries

quantités ç, et ^2 sont soumises aux restrictions imposées à x,

et X2- Pour un élément donné (j7), les (x) seront les coordonnées

de première espèce, tandis que les coefficients (ç) de la forme

linéaire qui, égalée à zéro, définit cet élément, en seront les coor-

données de seconde espèce.

;, ^, -^
;2J"2 = o, où l'on regarde les {x) comme inconnues,

est Véquation de l'élément ainsi défini, de coordonnées de seconde

espèce (ç). Les éléments fondamentaux Oi et Oo ont respective-
ment pour équations x^^ o, Xx = o.

On voit tout de suite que les (x) jouent, par rapport aux (^),

le même rôle que ceux-ci par rapport aux (x), de sorte que

[\\x) = o, où les (ç) sont regardées comme inconnues, est encore

l'équation de l'élément {x) : les équations ainsi entendues de 0|
et 0-2 sont H| = o et ^2^ o.

Dans tout ce qui suit, les lettres latines et grecques seront affec-

tées respectivement aux coordonnées de première et de seconde

espèce.

On remarquera que l'introduction des variables de seconde

espèce n'est pas indispensable en Géométrie binaire; mais elle

permet d'étendre plus facilement les définitions et les résultats de

cette Géométrie aux autres Géométries.

4. Une forme binaire est un polynôme entier et homogène
séparément par rapport à diverses séries de variables de première
ou de seconde espèce. Siy"est une telle forme, des degrés/?, q, . ..

,

T. p,
... respectivement par rapport aux variables (x), (y), . - .,

(i), (ti),
. . ., nous écrirons

•^^ p p . . . p P- . . .
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Pm Pii P^r exemple, désignent deux entiers non négatifs dont la

somme estjo ; V^ désigne le produit i . 2 . 3 . . . m, ou l'unité quand
m est nul.

Les quantités ap^j,^.__
sont les coefficients de la forme; dans

leur ensemble, nous les désignerons par (a).

Une forme égalée à zéro établit une relation entre les éléments

variables dont elle contient les coordonnées; si, en particulier,

elle ne contient qu'une seule série de variables, elle définit, dans

le même cas, p éléments déterminés, si elle est d'ordre p. Une

telle forme est déterminée, à un facteur près, par la condition de

représenter, quand on l'égale à zéro, p éléments donnés, puis-

qu'elle contient/? + i coefficients.

Deux formes sont semblables si [elles contiennent les mêmes

variables aux mêmes degrés; elles sont équivalentes au point de

vue géométrique si les rapports des coefficients entre eux sont

les mêmes.

5. Un système binaire est un ensemble quelconque de formes

binaires et de variables binaires, c'est-à-dire de variables telles

que les [x), (y), . ,., (i), (r,),
. . ., ces variables pouvant d'ail-

leurs figurer ou ne pas figurer en tout ou en partie dans les

formes. Les éléments qui constituent véritablement le système

sont, avec les variables isolées, les coefficients des formes : les

autres variables qui peuvent figurer dans ces formes ne jouent

qu'un rôle analogue à celui de la variable d'intégration dans une

intégrale définie.

6. Soit un coefficient de forme tel que «;,,,pj;^„y,;...;Tt„7t,;p,,p,;...
: le

poids de ce coefficient par rapport à l'indice i est la somme

Le poids d'une variable de première espèce Xj par rapport à l'in-

dice i est — I si i= J, o dans le cas contraire; le poids d'une

variable de seconde espèce ^j par rapport à l'indice i est -f- 1

si i=^j, o dans le cas contraire. Le poids d'un monôme, produit

de coefficients et de variables, par rapport à l'indice i est la

somme des poids de ses facteurs par rapport au même indice.

Une fonction entière, dont tous les termes sont de même poids
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par rapport à l'indice i, est dite isobarique par rapport à cet

indice; si elle est isobarique et de même poids par rapport aux

deux indices i et 2, elle est simplement dite isobarique.
La forme/", par exemple, est isobarique, de poids zéro.

7. Soit une forme y considérée comme ne dépendant que des

variables [x). Si la forme est de degré/?, on peut mettre/ sous la

forme d'un produit de p facteurs linéaires et écrire

/= a^p = (a(») I a7)(x2) \x)... {ol^p^ | x),

OÙ

(a('T \x) = a'/'ar, -î- a'/'a-j,

comme précédemment.
a"'

Les rapports tels que -^ et le produit lia"' sont seuls complè-

tement déterminés.

Les éléments dont les équations sont
(a^'' | :r)

^ o sont les

éléments-racines, ou simplement les racines def; leurs coordon-

nées de seconde espèce sont les (a^'^)-

Si h des facteurs (a^'^ \a:) définissent la même racine, celle-ci

est dite multiple d'ordre h pour /.

Si l'on fait a'/'= a[^\ a!/'= — a\'\ de sorte que les («^'^) sont

les coordonnées de première espèce des racines, on peut écrire

aussi

f=n{xai'-^),

où, comme plus haut,

( ara
<''

)
= a^i «</

'— Xt a'/' .

Ce qu'on dit sur une forme telle que /peut, d'une façon géné-

rale, se répéter sur une forme o qui ne dépend que des variables

(ç), avec les modifications convenables évidentes.

Considérons en particulier la forme o obtenue en remplaçant,

dans/, jc, par
—

qo et x-^ par ^i ;
on aura

Les racines de
cp

sont les mêmes que celles de f; f et o sont

dites équivalentes.

8. L'identité
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fournit les relations

Les premiers membres de ces relations sont les fonctions symé-

triques fondamentales des racines dey.
Toute fonction symétrique des racines, entière et homogène

de même degré m par rapport aux divers couples (a''^), peut

s'exprimer en fonction entière des (a), ou, ce qui revient au

même, des fonctions symétriques fondamentales.

Ceci se démontre d'abord sans peine pour les fonctions de la

forme
<J,n = ^

( «y
'

)'" ( «V^
'

)'" ( ^\^ ')'"•••( a
i'" )'" .

qui sont homogènes et de degré m par rapport aux («), isoba-

riques et des poids m(p — i) et m par rapport aux indices i et 2,

comme le montrent les formules connues de Newton pour le

calcul des sommes des puissances semblables des racines d'une

équation.

Considérons maintenant la fonction

S = S(a'2»')"'(a'i-')"''(a2^0"'Ka'i^0'" • • (a'/")"S

OÙ m, et nii sont deux entiers non négatifs de somme m; on a

le second membre devant être divisé par 2 si m = /«a-

Le second membre est évidemment divisible par «!^3, puisque S

ne peut pas devenir infinie; donc S est une fonction entière

et homogène de degré m par rapport aux (a), isobarique et des

poids m, + m(p — 2) et m + nio par rapport aux indices i et 2,

d'après les propriétés des ^Jm-

L'application répétée du même procédé conduit au théorème

général; toute fonction symétrique telle que
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OÙ les exposants sont des entiers non négatifs tels que

ni',"-f- /7i'î'*= m,

est une fonction entière et homogène de degré m par rapport

aux (a), isobarique et des poids respectifs S m'," et S/wJ," par

rapport aux indices i et 2.

9. Soit F une fonction entière et homogène de degré m par

rapport à des variables en nombre quelconque W(, ^/2, Ui-, • • ••

Remplaçons ui par Ui-\-\vi^ les vi étant quelconques, et déve-

loppons F par rapport aux puissances de ).
;

le coefficient de

P
p p"*
— \^ est ce qu'on appelle d'une façon générale la polaire"h "m—h

d'ordre h de F, relative aux [u) remplacées par les
(t^).

Si nous

désignons cette polaire par D^^F, on a évidemment

P/n \ àui àut àitj /

la puissance qui figure au second membre étant symbolique, c'est-

à-dire que, dans son développement, le produit

/ dF \A, / dF \A, ( dF \A,

\duxj \àUi] \àu^)
OÙ

/l,-i- /ii-^- A3-4-. .. = /*,

doit être remplace par —7 7
—7^ ^

du\dvr^du\* ...

Pour h = o, la polaire est la fonction F elle-même
; pour h = m,

la polaire est la fonction F où l'on a remplacé les {u) par les (v);

d'une façon générale, le degré de la polaire par rapport aux (m)
est diminué de h, tandis que son degré par rapport aux (c) est

augmenté de h, et est simplement h si F ne contient pas les (v).

On peut envisager les polaires des polaires de F, et ainsi de suite,

c'est-à-dire des polaires multiples de F, si F dépend de plusieurs
séries de variables (m), (m'), .... On a évidemment

les (c) étant indépendants des («); plus généralement, on a

l'identité
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SOUS la condition unique que les quantités (a) et (v') sont indé-

pendantes les unes des autres et qu'il en est de même des quan-
tités (u') et

(i^).

Dans ces mêmes cas, les polaires multiples se représentent

immédiatement sous forme de produits symboliques analogues

aux puissances symboliques employées ci-dessus.

10. En particulier, on peut envisager les polaires d'une forme

binaire considérée comme fonction des variables. Si / est une

telle forme

/= «jPj7î'-/'. .Ç'r,?...,

nous écrirons, par exemple,

à condition toutefois qu'il n'en résulte aucune ambiguïté, ce qui

revient à supposer que l'on peut intervertir l'ordre des opérations

représentées par les symboles D.

Si y ne dépend que des variables (x), soit/=aj.p, la polaire

«x/'-V définit, quand on l'égale à zéro et que l'on regarde (y)
comme un élément donné,/?

— ^ éléments qui forment le système

polaire d'ordre h de (y)- Si (x) appartient à ce système, inver-

sement (y) appartient au système polaire d'ordre p — h de (x),
car on a

On pourra aussi envisager les polaii'es d'une fonction F des

coefficients (a) et {b) de deux formes semblables relatives aux (a)

remplacés par les (b).

II. — Les substitutions linéaires.

a. Considérons un système binaire quelconque S, et faisons

sur les variables (x), (y), . . .
,
de première espèce, une substitu-

tion linéaire o-, de façon à introduire de nouvelles variables (^'),

(y'), . . . définies par les relations
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Le déterminant

de la substitution est supposé essentiellement différent de zéro, de

façon qu'on puisse écrire inversement

r,x\= > 22-^1— ^12^2» ^j'i
= ^ 22 Vi

—
Xi272,

Des formes linéaires telles que ;, x, 4-^2^2, '^ii ^i -+- 'i^i2^-2i
• •

deviendront ^\ x\ + ^\^'.>i f\\ ^\ + ^i'2^2' • • • «t l'on aura par suite

si
= ^Miîi~T~ '>2i ;> ''^ii

= ^>ii ^ii
-^

^'2r';2>

r2-^''lî;i-^^22;2, v/2=Àl2r,l-^X22r.î,

ou inversement

^;i = ^>22;i ^21^2» ^^^(1= ^22''"/i ^>2l''lî»

Les variables de seconde espèce se trouvent donc, elles aussi,

transformées par une substitution linéaire, dite substitution trans-

posée de celle faite sur les (x), (y), ... et dont le déterminant

est|.

Transformons ainsi toutes les variables de première ou de

seconde espèce qui entrent dans le système S, et aussi celles qui

figurent dans les formes /, ff,
... de ce svstème : il est bien

entendu d'ailleurs que si dans S figure une forme linéaire (a (a?),

par exemple, où les (a) sont constants, on ne transforme que
les (.r). On obtient ainsi un nouveau système S', composé des

nouvelles variables et des nouvelles formes y, g'^ . . ., qui est dit

transformé du système S par la substitution a.

Il est évident que les nouvelles formes
y"', »•', . . . sont respecti-

vement des mêmes degrés par rapport aux diverses séries de

variables nouvelles que les anciennes formes f-, g-,
• • • par rap-

port aux séries correspondantes de variables anciennes. Si donc

on avait

/= «jpj?...f^'?

nous écrirons

y =
a'.,Tj y. i'^O^ •» ••••

Les relations entre les coefficients (a) et (a') de deux formes
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transformées l'une de l'aulre, telles que / et /', sont faciles à

former. On a

fi J^ l \ I ~\ I •\ t "i I '^22 >/ ^21 n ''12 >.( ^11 n \
J =/ Aiia:^i + >^12^, Xai^i + Xsîa^a; ..., -^^i ^?',, ^ ^i+ -^^i\ •]\

\ 0/
désignons alors par (^), (j-), •••, (I), (vj),

... de nouvelles

variables ne figurant pas dans y, et considérons la polaire

multiple

où

Le coefficient

est évidemment égal à Ja valeur de cette polaire lorsqu'on y fait :

^2 = X2 = • • • = ^21)

^1 = ri = . . . = X,2,

^2 — JKî
= • • • = A22,

Les (a) s'expriment aussi facilement à l'aide des (a').

Si le système S est constitué par n couples de variables et par
des formes dont les coefficients sont en nombre total N, nous

avons ainsi P= 2/1 + N relations distinctes entre les P éléments

constitutifs du système S et les P éléments correspondants du

système transformé S'; ces P relations dépendent d'ailleurs des

quatre coefficients ().)
de la substitution tj.

12. Les relations dont nous venons de parler forment un

système de P équations de transformation pour les éléments du

système S, dépendant des quatre paramètres ()). Ces équations
sont linéaires par rapport aux P anciens éléments, et si on les

met sous forme entière, le déterminant des coefficients de ces P
anciens éléments est une fonction des ()v), qui est nécessairement

une puissance de 8, puisque inversement on peut exprimer les

anciens éléments à l'aide des nouveaux, sans ambiguïté, quand

$1
=

^il
= -.
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n'est pas nul, et que S est un polynôme irréductible par rapport

aux ()v).

Si l'on considère les coefficients (a) comme pouvant prendre

toutes les valeurs possibles (8 n'étant pas nul), nous avons ainsi

un ensemble quadruplement infini de transformations, ou encore

un ensemble de transformations à quatre paramètres essentiels;

en outre, cet ensemble est évidemment continu.

Cet ensemble de transformations forme un groupe, c'est-à-dire

que si Ton fait deux transformations consécutives, définies par

des formules telles que

qui, à partir du système S, conduisent successivement aux sys-

tèmes S' et S", on peut passer directement du système S au sys-

tème S" par une transformation appartenant à l'ensemble. En

effet, les formules précédentes donnent

^1 =(>-lliAll-r-Àl2:^2l)^î-^(^llFl!-^^'lî{^î!)^2.

et l'on voit que l'on est ramené, pour passer de S à S", à faire usage

d'une substitution linéaire analogue à
<t,

dont le déterminant est

d'ailleurs le produit des déterminants des substitutions intermé-

diaires.

Ce groupe à quatre paramètres est Jini et continu, au sens

de M. Sophus Lie. Il contient en particulier la substitution iden-

tique, qui laisse tous les éléments inchangés; il suffit de faire

)., ,
= A22= I) ^M2^ ^^2t = o. Enfin, les transformations du groupe

sont inverses deux à deux : car, après avoir passé de S à S', on

peut passer de S' à S en remplaçant )mi, )m2î ^21? ^22? par -^'

8 2

Telles sont les propriétés fondamentales des substitutions li-

néaires; elles ne leur sont pas particulières, mais ce sont elles qui
constituent le fondement de leur théorie.

13. La substitution linéaire 7 peut être facilement interprétée

au point de vue géométrique. Les nouvelles variables (x'),
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{y'), . . .
, (i'), (v)'),

. . . peuvent être considérées comme de nou-

velles coordonnées; car x\ et
œ'.^ par exemple ne s'annulent pas

en même temps, et aucune de ces quantités ne devient jamais

infinie, si ces mêmes conditions sont vérifiées pour Xi et œ-y, ce

que nous supposons; de plus, les rapports
— et — varient ou res-

tent constants en même temps, et peuvent prendre chacun toutes

les valeurs possibles. Enfin, si (.r) et (^) représentent le même élé-

ment, (x') et(^') sont de même des coordonnées d'espèce diffé-

rente correspondantes, puisque (i|^) se change en
(^'j.2:;').

Les nouvelles variables peuvent donc être regardées comme les

coordonnées d'une nouvelle série d'éléments géométriques. Alors

on peut imaginer les trois cas suivants.

I. Les nouveaux éléments géométriques sont différents des

anciens et remplissent un espace E' différent de l'espace E, de

sorte que la condition (a:œ')=^o perd tout sens géométrique de

coïncidence.

La substitution a établit alors, entre les éléments des deux

espaces E et E', une correspondance doublement univoque, sans

exception : à chaque élément de E correspond un élément et un

se»il de E', et inversement.

Réciproquement, toute substitution établissant entre les élé-

ments de E et de E' une telle correspondance, doublement uni-

voque sans exception, sera une substitution linéaire à déterminant

non nul, telle que a.

Une telle correspondance est dite homographique et est

appelée aussi collinéation; les deux espaces E et E' sont homo-

graphiques ou collinéaires.

IL Les nouveaux éléments géométriques sont les mêmes que
les anciens et remplissent le même espace E, qui est ainsi rempli
deux fois : une fois par les éléments {x), ... et une fois par les

éléments {x'), ...
;
la condition (^a:')= o conserve ou perd son

caractère géométrique de coïncidence suivant que l'on considère

ou non comme identiques les systèmes de coordonnées auxquels
sont rapportées les deux séries des {x), ... et des {x'), ....

Les éléments de ces deux séries se correspondent homogra-

phiquement comme dans le premier cas; réciproquement, si



CHAPITRE I. — INVARIANTS DES SYSTÈMES BINAIRES. l3

l'espace E est considéré comme rempli par les deux séries d'élé-

ments (x), ... et [x') . . .
,
et si ces deux séries sont liomogra-

phiques, ce fait est exprimé par l'existence d'une substitution

linéaire telle que t.

III. Les nouveaux éléments géométriques non seulement rem-

plissent le même espace E que les anciens, mais encore chaque
élément (x) coïncide avec l'élément {x') que lui fait corres-

pondre la substitution i. Celle-ci définit alors un changement
de coordonnées; les éléments fondamentaux O', , Oô du nouveau

système ont respectivement pour coordonnées de première espèce
dans l'ancien système Q^n, ^^ai), Ç^si^ ^-22) î ils peuvent coïncider

avec ceux de l'ancien système, même sans que la substitution c-

se réduise à la substitution identique, La condition {^xx')^=o

exprime ici que l'élément {x) ou {x') a mêmes coordonnées dans

les deux svstèmes.

Réciproquement, tout changement de coordonnées est défini

par une substitution telle que o-, puisqu'il doit en résulter entre

les {x) et les [x') une correspondance doublement univoque sans

exception,

14, D'une façon générale, quelle que soit la façon dont on en-

visage la substitution
a-, une forme y égalée à zéro établissant une

relation entre les coordonnées des éléments qui y figurent, la

forme /', transformée de f par la substitution a, établit, quand
on l'égale à zéro, la relation correspondante entre les nouvelles

coordonnées des éléments qui correspondent aux premiers. Si, en

particulier, /ne dépend que d'une seule série de variables,/^ o

définit des éléments fixes ;/= o définit par leurs nouvelles coor-

données les éléments qui correspondent à ceux-là.

lo. Tandis qu'au point de vue analytique, la substitution a-

dépend des quatre paramètres Çk), il est évident que, au point de

vue géométrique, elle ne dépend que de trois paramètres qui sont

les rapports des (a) entre eux; en effet, un élément ne dépend

que du rapport de ses deux coordonnées, et, pour définir une ho-

mographie ou un changement de coordonnées, il suffît d'écrire

Xi Xi
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Il en résulle par exemple qu'une homographie est déterminée par
trois couples d'éléments correspondants; qu'un changement de

coordonnées est déterminé par la connaissance des nouvelles coor-

données de trois éléments.

16. Les substitutions a- formant un groupe, il en résulte que
l'on peut dire :

i" Plusieurs changements de coordonnées successifs équivalent
à un seul

;

2° Deux séries d'éléments collinéaires à une même troisième

sont collinéaires entre elles;

3° Un changement quelconque de coordonnées n'altère pas

l'homographie de deux séries; et, en particulier, si deux séries

remplissant le même espace sont collinéaires, on peut toujours,
sans diminuer la généralité, supposer les éléments des deux séries

rapportés au même système de coordonnées.

III. — Les Invariants absolus.

17. Désignons par <?,, ^o, ... et, ... <?p, ou simplement par

(<?),
l'ensemble des éléments qui constituent le système S, et de

même par (e') l'ensemble des éléments du système transformé S'.

Les équations de transformation sont de la forme

en nombre P, les y, étant linéaires par rapport aux (e)^ rationnelles

par rapport aux ()v) et ne pouvant contenir d'autres dénominateurs

que des puissances de 3.

Considérons la matrice M

àfx àf, dj, df,

dXii c'Xi2 ^^^21 ^^22

àfi àfi dfi dfi

d\ix àli2 t)X21 ^^22

àfp cj/p 0/p dfv

dlii dX,2 à),n c)À22
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et supposons que les déterminants d'ordre p(p^ 4) tirés de celte

matrice ne soient pas tous nuls, tandis que (si/?<<4)les déter-

minants analogues d'ordre p H- i sont tous identiquement nuls :

sauf des cas très particuliers,/) sera égal à 4'

Alors, comme l'on sait, l'élimination des (a) entre les équa-

tions de transformation conduit à P —p relations distinctes entre

les [e') et les (e); ces relations peuvent être supposées résolues

par rapport à autant d'éléments (e'), convenablement choisis, et

écrites, par exemple, sous la forme

^'i
=

?i ( ^. e\, e'^, ..., e'p), i> p;

les Oi sont des fonctions algébriques distinctes.

Ceci posé, imaginons que, à l'aide d'une nouvelle substitution

linéaire, on passe des [e') aux (e"), comme précédemment; on

aura alors des relations telles que

d'autre part, puisqu'on peut passer directement des (e) aux (e")

à l'aide d'une substitution linéaire, on a aussi

et, par suite,

Oi(e', e'[, el, .... e;)
=

ç>/(e, e\, e\, ..., e],) (i>p),

et cela quelles que soient les valeurs attribuées à e^, e^, • - .
,
e" .

Les P — p relations distinctes qui lient les (e') aux [e) peuvent
donc être mises sous une forme particulièrement intéressante qui

montre l'existence de P — p fonctions 'ft(e) qui ne changent pas

de valeur quand on j remplace les (e) par les (e').

Si, d'une façon générale, nous appelons invariant absolu du

système S toute fonction F des éléments (e) qui ne change pas

de valeur quand on y remplace les (e) par les (e'), c'est-à-dire

encore telle que la relation

'¥ie')=Fie)

devienne une identité quand on y remplace les (e') par leurs

expressions en fonction des (e) et des (X), nous voyons que les

P — p relations distinctes qui lient entre eux les (e) et les (e')

sont exprimées par l'existence de P — p invariants absolus distincts

que l'on peut former comme nous venons de le dire.
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Toute fonction de ces invariants absolus est elle-même un inva-

riant absolu; et réciproquement, si l'on imagine un invariant

absolu quelconque, il est nécessairement une fonction de ceux

que nous venons de former, puisque, dans le cas contraire, il

établirait entre les (e) et les (e') une nouvelle relation distincte

de celles déjà établies, ce qui est impossible.

18. L'étude des invariants absolus d'un système binaire S est

particulièrement importante; pour les connaître tous il suffît,

d'après ce qui précède, d'en connaître P —p qui soient distincts,

puisque tous les autres sont fonctions de ceux-là. Nous avons

appris à en former un tel nombre, qui sont algébriques; soit ç^

l'un d'entre eux : si
cp/

est susceptible de prendre k valeurs, il est

racine d'une équation entière de degré A", dont le premier terme

est o*, et dans laquelle les autres puissances de Oi ont pour coef-

ficients des fonctions rationnelles des (e) qui sont évidemment,

elles aussi, des invariants absolus. On peut donc toujours former

un système de P — p invariants absolus distincts, qui soient ra-

tionnels par rapport aux (e). Les invariants absolus que nous

considérerons seront toujours dans ce cas. Tout ceci suppose
d'ailleurs P;>/?; dans le cas contraire, il n'y a aucun invariant

absolu.

19. Au point de vue géométrique, les seuls invariants absolus

intéressants sont évidemment ceux qui sont homogènes et de

degré zéro par rapport aux diverses séries de variables et de coef-

ficients qui y figurent. L'existence d'un tel invariant correspond à

une propriété géométrique du système S, propriété qui se traduit

par l'existence d'un nombre qui ne change pas de valeur quand
on fait une transformation de coordonnées quelconque, ou encore

quand on remplace ce système par celui qui lui correspond dans

une homographie quelconque. Une telle propriété est dite inva-

riante absolue, ou projective absolue.

Réciproquement, à toute propriété de cette nature correspond
évidemment l'existence d'un invariant absolu dans les conditions

énoncées plus haut, soit, pour abréger, d'un invariant absolu

géométrique.

20. Il est facile de prévoir que les invariants absolus d'un sys-
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tème s, considérés comme fonctions des éléments de ce système j

doivent vérifier un système dep équations linéaires et homogènes,
aux dérivées partielles, formant un système complet, puisque ce

sont des fonctions arbitraires de P — p quelconques d'entre eux,

distincts.

Pour former ces équations aux dérivées partielles, remarquons

que toute substitution linéaire cr peut être obtenue en combinant

ensemble un certain nombre de substitutions des formes particu-

lières suivantes

^
xi= hx'i, ( 3-, = .r, -f- A\r',, \

Xi= x\, ( Xi = x\,

\ x.2 = x\, i X2 = x'i, } Xi= lx\-^- x\, \ Xi= mx\

Si, en effet, on a ^^oo^^ o, en faisant

Xi=X:, [ XI = X^,
2

l

^
Aî2

'

j
Xi — Aiix\-T-XiiX^,

I Xi=liiX\-^li2^'l-

Si )v22=o, sans que ah soit nul, on aura des formules ana-

logues en intervertissant les indices i et 2. Si }vh = ).22=o, on

est ramené au cas précédent en faisant, par exemple.

I _ 1 » ( " _ '
'

'

]
-

>, n < '•-'

( Xi= A2ia;j -+-372,

d'où, en effet,

X2 = \iiX\.

Une condition nécessaire et sufOsante pour que F (e) soit un

invariant absolu, pour toutes les substitutions t, est donc que
cette fonction ne change pas de valeur quand on fait l'une quel-

conque des substitutions particulières que nous venons de si-

An. - I. 2
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gnaler, et que nous écrirons sous la forme

('"^
a7 =y '

\ X =x'

Sec

Y
— ^ \ j 1^1 — ^

i ^

X2= t^nX^-h X2, { 372=372 6^13,

e désignant la base des logarithmes népériens.

Les substitutions
«T/y,

i et/ étant fixes, forment un groupe par-

ticulier à un seul paramètre, contenu dans le groupe général des

substitutions o-; si
to/y

est infiniment petit, la substitution
o-,y

est

infinitésimale, en ce sens qu'elle modifie les (e) de quantités

infiniment petites ;
le groupe des substitutions t ne contient évi-

demment que quatre substitutions infinitésimales indépendantes,

qui sont précisément les substitutions infinitésimales
a-/y.

Si l'on effectue deux substitutions successives
o-/y (i et y étant

fixes), correspondant aux valeurs o),j et
(o|y

du paramètre, la sub-

stitution résultante
a-/y correspond manifestement à la valeur

oiij-{- (0^-
du paramètre. Soit alors F(e) une fonction des éléments

du système S qui, par la première substitution, devient F(e'), S de-

venant S'; la seconde substitution appliquée à S' conduit à S'',

et F(^) devient F{e")'^ la substitution résultante conduit directe-

ment de S à S" et change F(e) en F(e"). F(e') se développe sui-

vant les puissances de w/y sous la forme

F(.')=F(.)-+-A',yF(.)^-l-A!.}'F(.)^-f-Alj.'F(.)-^-l-...,

les A}^'F(<?) désignant certaines opérations différentielles. On a,

par suite, en vertu des observations qui précèdent,

/ '2 '3

F(0 =
F(e')+Al)'F(e')^+Al}'F(e')^+A',}'F(e')-^+...

-^yl^[Al}'F(e)co;j
+ 2Ai)'Aij'F(e)a.,y(o,,.4-Al.j'F(e)(o?,]

"^ 77^ [AS}'F(e)(o;} + 3Al.}'Ai)'F(e)io,yco',}

-+-3AÎ.)'AÎj'F(eX.o,;y+A|j'F(e)tufy]+ ...;
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on a aussi directement

F(eO=F(e)4-Al)'F(e)-^-j
^

on en déduit, par comparaison, que les opérations A^y'F(e)
véri-

fient les conditions

A^5'F(e)=A^}'A^'A^)'F(0,

Alors nous écrirons simplement

F(.') = F(e)+ A,;F(e) ^ + A?,F(0^ + A^F(0 y^ -^ • • •
,

oii l'exposant de la caractéristique A indique la réitération de

l'opération correspondante.
Comme conséquence particulière de ces importantes formules,

nous voyons qu'une condition nécessaire et suffisante, pour que

F(e) soit un invariant absolu à l'égard de toutes les substitu-

tions
0-,

est que cette fonction vérifie les quatre équations

21. Calculons les lijF(e). La substitution a-,, donne d'abord

On a, par suite, immédiatement

/ X
àF

-^(/'l +5'i -+-•— ~i — ?l —•••) «/>„;'i:...;tc,.tc,;... âa

On a de même
/>i,Pi;...;ir,,lti;.

()F

da
yi.Ps^-jWi.irj;
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La subslitution a-,0 donne maintenant

x\ = Xi— Wiaar.,, ^'i=çi,

f

—
<^/'i.Pî;7t.7i;---;'ti.it2;pi.Pî;-"+' <^i2[/'2<^Pi+i,/ij— i;'7i,'7i:;...;7t,,Tr=;p,,p5;..

H-.--

Tïl «p,,pj;^,,(75;...;7i:,—l.7i:o+l;pi,pj;...
• • •]+• • •

>

dans cette dernière formule, nous avons négligé les puissances

de co,2, autres que la première.

On en déduit

dF

da
PuPt,--

On a de même

—
^l'^//i,p2;...;u,— 1,71,+!;...

—
• •.]-!-••

dF ^ dF

dF

da
p„p.;...;-Ki,Tl.;... —

l^2<^/',,pi;...;7lj+l;Uî—1;...
—

. . .] -r-

22. D'après ce qui a été dit antérieurement, les quatre équations

linéaires et homogènes aux dérivées partielles

A/yF=0

se réduisent à p distinctes, qui forment un système complet, et

(jui
admettent P —p solutions rationnelles distinctes.

En fait, on vérifie facilement les identités suivantes

A11A22F — A22A11F = G,

A,2A2iF - AaiAiaF = AjjF — A22F,

A,,Ai2F — A,2AiiF ^z A12F,

^11-^21 F — AîiAuF - —
AjiF,

A22A12F — Ai2A22Fr- — A12F,

A22 A21 F — A21 A22 F — A2 j F,

qui expriment que les p équations distinctes parmi les équa-

tions A/yF = o forment un système complet.

On peut remarquer que p est toujours égal à 4 dès que le

système contient deux séries de variables de même espèce.
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IV. — Les invariants.

23. Si F(e) est un invariant absolu, rationnel et non entier, il

pourra se mettre sous la forme d'une fraction irréductible -^,— .

les fonctions F, et Fo étant entières et n'étant pas, sauf exception,

des invariants absolus.

On a, par hypothèse,

F.(e') ^ F,(g) .

F,(e') F,(e)'

F,(e') et F2(e') sont encore des fonctions entières des (e) quand
on y remplace les (e') par leurs valeurs en fonction des (e) et

des (X); par suite, d'après les hypothèses faites, on a nécessaire-

ment
F,(e') = toF,Ce). Fî(e'j = coF,(e),

(o étant une fonction qui ne dépend que des ()v).

On est ainsi conduit à rechercher, d'une façon plus générale,

toutes les fonctions F(e) telles que l'on ait

F(e') = a)F(e),

tu ne dépendant que des (A). Ces fonctions sont les invariants du

svstème S
;
elles comprennent en particulier les invariants absolus,

qui correspondent à w ^ i .

Comme précédemment, une condition nécessaire et suffisante

pour que F(e) soit un invariant du système S est qu'il en soit

ainsi pour les substitutions «r/y.
Par suite, à cause de la formule

F(e')=F(e)-+-to,yA/yFf^)--^A?,F(e)-H.-..

il faut et il suffit que l'on ait

A/yF(e)=fi/yF(e);

[ji,y
ne peut dépendre que de w/y et par suite est une constante,

puisque A/yF(e) et F(e) sont indépendants de o),y.
En se ser-

vant des valeurs données ci-dessus pour les expressions de la
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forme àij^kk^
—

^AA-^/yF, on trouve immédiatement

fi,,
=

[^21
= 0, [J.H

=
1^22

=
[J.,

p.
étant une constante quelconque.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que F(p) soit un

invariant sont donc que F vérifie les quatre équations linéaires

aux dérivées partielles

AhF = 1jlF, Ai2F=o, A2iF-=o, A22F = [xF.

On voit en outre que pour les diverses substitutions <7,,, ^125

0-21, (3"22} on ^ respectivement

F(e')=F(e)e\^(^u, F(e')=F(e),

F(e')=F(e), F(e') = F(e)eiAw„.

Si donc on décompose la substitution o-, quelconque, en substi-

tutions
<7/y,

comme nous l'avons fait plus haut, il vient

F(e')= olAF(e),

de sorte que la fonction co par laquelle se multiplie F(e) quand
on passe des (e) aux (e') est une puissance du déterminant de la

substitution t.

Quand l'identité précédente a lieu, on dit que F(e) est un

invariant à^ordre
{x;

les invariants absolus sont d'ordre zéro.

â^. Pour trouver un invariant F d'ordre
[Ji

différent de zéro, il

suffit d'égaler à zéro une solution quelconque des quatre équa-
tions linéaires et homogènes aux dérivées partielles

A,,ï) H- [aF ^ =0, Ai29=o, A2icp
= o, A22CP -»- |xF ^ =0;

supposons que ces équations se réduisent à q distinctes, qui
forment nécessairement un système complet; on a ^^41 il est

clair aussi que q est égal k p ou à/> + i .

Si q =/? + I
,
cela veut dire que les équations entraînent -^

= 0;

il n'y a pas d'invariants d'ordre
p..

Le système n'a d'autres inva-

riants que ses invariants absolus.
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Si q =/>, ce qui arrive dans le cas général de/? = 4> soit F un

invariant d'ordre ijl (ceci suppose P— /> + i^o); soient F|,

Fa, . . .
,
les P —p invariants absolus; il est clair que tout inva-

riant d'ordre
|a'

sera de la forme

c étant une fonction arbitraire.

On peut dire qu'il y a P —
/> H- i invariants distincts. Si F) , Fa,

F3, ... désignent P —P -r- ^ tels invariants des ordres u.,, a?,

IJL3,
. . .

, u, n'étant pas nul, par exemple, tout invariant d'ordre a

quelconque est de la forme

^ /F^' F^'

'i étant une fonction arbitraire.

2o. Puisque les invariants absolus peuvent être choisis ration-

nels, il résulte de ce qui a été dit au n° 23 que l'on peut toujours,

quand il y a des invariants absolus, former pour le système S un

svstème fondamental d'invariants entiers par rapport aux élé-

ments de ce système : ces invariants sont d'ordre entier.

Par système fondamental d'invariants, nous entendons un en-

semble d'invariants distincts à l'aide desquels puissent s'exprimer
tous les autres, comme nous venons de le voir.

Si le système S n'a que des invariants absolus, ceux-ci peuvent
être pris entiers. Si le système S n'a pas d'invariants absolus et

a cependant des invariants, ceux-ci sont les puissances de l'un

d'entre eux, que l'on peut encore supposer entier, comme nous le

verrons plus loin.

Ce que nous venons de dire nous permet de ne considérer que
des invariants entiers, quand il s'agit d'invariants non absolus;

c'est ce que nous ferons toujours.

26. Un invariant entier peut toujours être supposé homogène

séparément par rapport aux diverses séries de variables (.r),

(j), . . .. (i), (Ti), ... et aux diverses séries de coefficients («),

(6), . . ., des formesy, g, . . .
, qui constituent le système S.

Soit en effet F un invariant qui n'est pas dans ces conditions :
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il est la somme d'un certain nombi^e de fonctions entières qui

possèdent les propriétés d'homogénéité indiquées plus haut; si F, ,

Fo, . . ., sont ces fonctions, la transformation du système S con-

duit à l'identité

-^ ^
1 (*^i 5 •''2 '

••• ?i) S25 •••
^pi,pi;—'!^i,'!^i',--^

•••
^p'i,P'i;-'!^'i,'^i',---^ ••')

= of-SFi(a7i, Xi', ... çi, Ç2; •••
(^p„pi\...Tti,TZi;...i

•••
^p\,p'i;:.T:'i,n',;...,

•••)•

Remplaçons x^ et X2 par Hxf et X^r^, . . ., ^1 et Ço par S^i

et E^25 '•'if par A/, g par B^, . . .
,

les quantités X, . . .
,

S, . . .
, A, B, . . .

,
étant des constantes arbitraires

;
la fonction F

exprimée à l'aide de ces nouvelles variables et de ces nouveaux

coefficients est encore un invariant du nouveau système ainsi

formé, et comme x\ et x\ sont remplacées par X.r', et X:»!,, . . .
,

i',
et Z. par S^', et S^;, ... ,/ par A/, g' par A^', . . .

,
l'identité

précédente devient, en supposant F, homogène et des degrés

A",, ..., X,, ..., /?,, «',, .,., respectivement par rapport aux

séries (.r), . .., (i), ..., (a), (6), ...,

SX^-. . . . S'c. . . . A«. B«! . . . Fi {x\ , ar'2 ; ...
^', , ^'^ ;

...
a),.,;,,;...,

• . •
i!p\,p\;...,

Sl^EX^-. . . . SX, . . . A".B»i . . . Fi(^„ 3^2; . . . ï„ £, ;
. . .

a;,.,p,,..,
. • .

6p..,pi,..,

Ceci ayant lieu quelles que soient les arbitraires X, ...,

S, . . .
, A, B, . . .

,
on en déduit que chacune des fonctions F),

Fa, . . . est elle-même un invariant d'ordre
[x, puisque, pour deux

de ces fonctions, les systèmes de nombres A,, . . ., x,, . . ., /i,,

/i, ,
. . .

,
sont par hypothèse différents.

En conséquence, tout invariant non absolu F sera toujours

supposé entier, homogène et des degrés A", /,
. . ., x, )^, ...,«,

«', . . ., par rapport aux diverses séries de variables et de coeffi-

cients (.r), (jk), . •
, (i), ('^i),

. . •
, («), (^), • • -, qui constituent

le système S. Si les coefficients (a), (6), ..., sont ceux des

formes y =:
«j-p^y^r^ç, ^'

=
^j.rj'r...Ç'=V...i

^^ s' ^ ^'^^ l'ordre de F,

on a évidemment, en cherchant le degré de F par rapport aux

coefficients (X), la relation

2|JL
= (/)-^-9'^-...

— t: — p...)/i-!-(/?'-+-<7'-f-...
— t'— p'...)/i'-H...

— A' — / — . . . -h /. -f- X -f- . . . .

27. Dans le groupe des substitutions o-,
on peut distinguer

celles dont le déterminant est i
;
ces substitutions forment elles-
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mêmes un groupe à trois paramètres contenu dans le premier.
Pour ce groupe, on peut définir et rechercher les invariants

absolus comme nous l'avons fait pour le groupe des substitu-

tions <t; si l'on remarque que toute substitution du groupe peut
être obtenue en combinant des substitutions des formes suivantes :

I a:i = e^itx'i, ( Xi^ x\ -r- uinx'^, ( Xi = x\,

l Xi — e-f^'^x',, lxi = x'i, ( T2= to,,3-', -^ar'j,

on en conclut immédiatement que ces invariants absolus sont les

solutions des trois équations aux dérivées partielles

AiiF — -^22^ = 0, Ai,F=o, A»,F = o.

qui forment un système complet, et qui sont indépendantes en

nombre q
— i.

De plus, ces invariants peuvent être pris rationnels; il suffît de

répéter les raisonnements des n"^* 17 et 18. Ils peuvent même être

pris entiers, car, sans cela, ils conduiraient à des invariants non

absolus, et un raisonnement semblable à celui du n" 23 montre

qu'il n'existe pas d'invariants non absolus proprement dits pour
les substitutions considérées.

Enfin ces invariants, pris entiers, peuvent être supposés homo-

gènes séparément par rapport aux diverses séries de variables et

de coefficients qui constituent le système S : on le voit comme au

numéro précédent.

Les invariants absolus relatifs aux substitutions t de détermi-

nant i, qui vérifient toutes les conditions que nous venons

d'énoncer, peuvent évidemment être pris pour les termes d'un

système fondamental d'invariants ordinaires du système S : ceci

résulte des conditions d'homogénéité imposées, de la forme des

équations de transformation, et de ce fait que l'on passe de la

substitution générale 7 à une substitution de déterminant i, en

remplaçant les coefficients À/y par -p-

On retrouve ainsi, et celte fois sans exception, la démonstration

de Texistence d'un système fondamental d'invariants entiers pour
le système S.

28. Les invariants entiers du système S, vérifiant les conditions
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d'homogénéité plusieurs fois indiquées, sont, comme nous l'avons

déjà dit, les seuls que nous considérerons : de même, nous pou-
vons nous borner à la considération des invariants absolus qui
sont les quotients de deux tels invariants. Ces conventions sont

faites une fois pour toutes.

Les invariants sont les solutions des trois équations

AjiF — A22F = o, A|2F = o, AjiF^o,

distinctes en nombre q
—

i
,
formant un système complet.

L'ordre
p.

d'un invariant F est déterminé par la relation qui

termine le n*^ 26.

L'identité d'Euler pour les fonctions homogènes donne alors

A,iF-i- AooF = 2|JiF,

d'où résultent les équations connvies

A,iF = A22F=: fxF.

En se reportant aux formules de transformation relatives aux

substitutions o-,, et o-oa, on voit que ces équations expriment

simplement que F est une fonction isobarique de poids jji par

rapporta chacun des indices i et 2.

D'autre part, effectuons la substitution particulière

de déterminant — i. Elle donne aussij

a

si donc F est un invariant d'ordre
p.,

F doit se reproduire mul-

tiplié par (
—

i)!^ quand on permute les indices 1 et 3 : si ij. est

pair, l'invariant est dit droit; si
{j.

est impair, il est dit gauche.
Il est clair qu'une fonction entière, isobarique de poids [x,

homogène séparément par rapport aux diverses séries de variables

et de coefficients du système S, se reproduisant multipliée

par (
—

i)!^ quand on échange les indices i et 2, est un invariant

d'ordre
[a

si elle vérifie une seule des deux équations

A12F = o ou AjiF = o.
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On a ainsi un moyen de déterminer les invariants par la méthode

des coefficients indéterminés.

On pourrait multiplier les propriétés analogues, servant à faci-

liter le calcul des invariants.

29. Nous admettrons que, pour un système quelconque S, il

existe toujours un système de Q invariants, qui ne sont pas tous

indépendants, tel que tout autre invariant du système soit une

fonction entière de ceux-là : un tel système d'invariants est

dit complet.
Cette proposition est connue sous le nom de théorème de

Gordan : elle a été démontrée d'une façon générale par M. D.

Hilbert {Mathematische Annalen, Band XXXVI). Nous ne

nous occuperons pas de la formation des systèmes complets, sauf

dans quelques cas particuliers.

On réserve ordinairement le nom à^invariants aux fonctions

invariantes qui ne dépendent que des coefficients des formes du

système S; celles qui dépendent aussi des variables de première

espèce sont alors des covariants; celles qui dépendent des coef-

ficients et des variables de seconde espèce sont des contreva-

riants ; celles qui dépendent des coefficients et des variables des

deux espèces sont des form.es mixtes. Les invariants qui ne dé-

pendent que des variables sont en outre dits identiques. Nous

avons confondu toutes ces fonctions sous le nom générique d'/n-

variants, pour plus d'uniformité.

30. Les invariants soumis aux conditions d'homogénéité in-

diquées précédemment sont les seuls intéressants au point de vue

géométrique.
L'évanouissement d'un tel invariant correspond évidemment à

l'existence accidentelle à' nne propriété /?yq/ec//v'e du système S,

c'est-à-dire d'une propriété qui subsiste après une transformation

de coordonnées, ou quand on remplace le svstème S par celui qui
lui correspond dans un espace homographique quelconque; de

plus, cette propriété est accidentelle, c'est-à-dire ne se présente

pas si les coefficients du système S restent arbitraires.

Réciproquement, toute propxiété de ce genre, correspondant
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à une seule relation entre les éléments du système S, est évi-

demment exprimée par l'évanouissement d'un invariant.

L'importance géométrique de l'étude des invariants d'un sys-

tème binaire est ainsi mise en évidence.

— Théorèmes généraux sur les invariants.

31. Soit un système S composé comme précédemment; sup-

posons que dans l'une des formes du système, / par exemple, on

regarde certaines variables, soit les (^), comme des constantes :

on a ainsi un nouveau système Si. Tout invariant du système S|

est encore, quand on y considère à nouveau les [x) comme va-

riables, un invariant de même ordre du système S. Cette propo-
sition se généralise évidemment : on peut considérer plusieurs

séries de variables comme constantes dans plusieurs formes.

Pour démontrer ce théorème, considérons une seule forme aux

seules variables (^x) et {y) : _/=: axVyi; le raisonnement que nous

allons faire s'étendrait sans peine à tous les cas possibles. Soit

F ^ Ayî, la forme y" où les {x) sont regardées comme constantes;

soit aussi J(A, y) un invariant d'ordre
[x
de F.

Effectuons la substitution o- sur les [y) seules, dans F; F

devient F'= A^.^ et l'on a

J(A', y) = 3l^J(A,jK).

Dans F' faisons subir aux (.r) la transformation c; on obtiendra

F"=
A,|.,y,

et cette forme sera évidemment identique ày'= «^7,^,.^,

obtenue en transformant dans /" les {x) et les [y) par la substitu-

tion T. Si donc on considère les (A') comme fonctions des (a')

et des {x')^ comme ils sont égaux aux (A"), on voit que ce sont

les mêmes fonctions des (a') et des (^') que les (A) des [a) et

des [x). Par suite, en désignant par I(a, x, y) ce que devient

J(A, y) quand on l'exprime à l'aide des {a) et des (j:), on a :

I(a', x\ 7') = ot^I(a, X y.),

ce qui démontre le théorème.

32. Soit un système S et considérons de nouvelles formes F,

G, . . . qui soient des invariants du système S, des ordres
|jl,
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a', ... quelques-unes de ces formes pouvant coïncider par suite

avec quelques-unes des formes /, ^, • • • du système S. Consi-

dérons le nouveau système S, composé des variables (x), (y), • -•

et des formes F, G . . - et soit J un invariant d'ordre v de ce sys-

tème, des degrés h, h\ . . . d'homogénéité par rapport aux coef-

ficients (A), (B), . . . des formes F, G, ... : ce sera aussi un

invariant d'ordre v -j- ix/i + ix'/i'H- ... du système S.

En particulier, on peut dire par suite que les invariants des

invariants d'un système sont eux-mêmes des invariants de ce sys-

tème.

Comme précédemment, il suffira d'exposer la démonstration de

ce théorème sur un cas simple. Soil donc f= axi> une forme aux

seules variables [x) et un invariant d'ordre a, F = A^:*, de cette

forme. Soit J un invariant d'ordre v de F, de degré h par rapport
aux (A). Si /'= ax'P et F'= A^.,it sont les transformées de / et de

F par la substitution t, on a

F{a',x')= o\>-¥{a, x), J(A', x')= ovJ(A, x).

F' étant identique à F, on en conclut que les (A') sont les mêmes
fonctions des {a') que les (A) des («), au facteur ô"~t^ près. Si

donc J(A, x) devient l(a, x) quand on l'exprime à l'aide des (a),
on a, d'après les hypothèses faites,

o-V-'^\{a', x')= o'n{a, x)
ou bien

l{a', x')= ov+[J.AI(a, x),

ce qui montre bien que I est un invariant d'ordre v H- >j.h de /.

33. Soient un système S et une nouvelle forme F qui soit un

invariant d'ordre
[j.
du système S. Considérons F comme dépen-

dant des variables (.r), (y), . . .
, (^), (r, ),

. . .
,
de sorte que

Substituant la valeur de F dans les équations aux dérivées par-
tielles que vérifie F, et égalant à zéro le coefficient de chaque
monôme tel que x\'xi'y\'y'.;- . . . ç'î';":^-^,"/,^-

• • •
,
on obtient les

importantes relations qui suivent, où les opérations A/y s'appli-
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qiient aux coefficients (A), considérés comme fonctions des élé-

ments du système S autres que les (x), (y), . . .
, (^), (yi),

. . .

An Aa„Aj;...x„X;;...
=

(i^-t- A-j-f- /, -I-. . .— Xi— Xi
—

. .
.)A.A-,,*i;...x,,X,;...^

Al2A.A^„A-i;...X,,Xi;...
=

^Tj Ax,-)-i/j_i;. ..x,,x,;. .. + • • •
—

"''-1 ^a-,,*.;.. .Xi—1,X,+1;. ..
—

• •
,

A2lA.A„*5;...X„Xj;...
= Al AA-,_l,A-j+l;...x,,Xi;...-4-. • . y-2^/!t,k.;...Y.,+l,V.,-l;...-- • . .,

^î2^k„/c.;...V.„V.i;...
=

(l-l-f- A2-+- /2-r-- • .
—

5'-2
— X2 — . . . ) AAi,*.;. ..,x,X,;.. .•

La première et la dernière de ces relations montrent, ce que
nous savions déjà, que le coefficient A^ ;t.;...x„x.;...

6St une fonction

isobarique des poids respectifs [j.
+ A) + /i + . . .

—
x,
—

).,
—

. . .
,

|ji.
4- Ao -H ^2+ • • •

—
5*2
—

^^2
—

' • '1 par rapport aux indices i et 2.

Supposons que F ne dépende que des (^), et considérons le

coefficient A/^^o des poids respectifs 11 + A" et
[Ji.

Il vérifie l'équa-

tion AïoF = o, et, de plus, on a successivement

Aa-1,1
= T AjiA^o; Aa._2,2=7 '^jiA^-ii, ...,

A. /i
—

l

d'où, en général,

donc tous les coefficients
A^^yj.^

sont déterminés par Ay^^o» appelé,

pour celte raison, source de l'invariant F.

34. Considérons, réciproquement, une fonction G, entière par

rapport aux éléments du système S, sauf les (x), qui n'y figurent

pas, isobarique par rapport à chaque indice, et vérifiant l'équa-

tion A(2G = o. Une telle fonction est dite semi-invariante pour
le système S, ainsi réduit : c'est évidemment un invariant pour
les transformations du groupe qui résulte des substitutions t, ,,

<T)2, 3-22, c'est-à-dire pour les substitutions a dans lesquelles on a

).2i = o; une telle fonction se reproduit, après une telle substi-

tution
0-, multipliée par )^^', Xj-jj ^^ P« ^^ ^2 ^^^^ ^^^ poids res-

pectifs par rapport aux indices i et 2. Inversement, tout invariant

de ce groupe particulier peut être pris sous la forme de G.

Nous observerons que l'on a nécessairement P| ^ P2 ;
en effet,

les identités relatives aux opérations A/y donnent sans peine, avec
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les hypothèses faites sur G,

A„A?,G = /i(P,-Pî— n^i)A»7«G;

d'autre part, la fonction A", G doit nécessairement s'annuler à

partir d'une certaine valeur de n, car l'opération Aoi appliquée

à une fonction isobarique par rapport à chaque indice, conduit à

une nouvelle fonction de même nature, dont les poids par rapport

aux indices i et 2, sont respectivement l'un diminué, l'autre aug-

menté d'une unité; si donc A", G n'était jamais nulle, son poids

par rapport à l'indice 2 pourrait augmenter au delà de toute limite,

ce qui est absurde. Supposons alors que A", G soit nulle sans que

A^y'Glesoit; on aura P, — Po— /i— 1 = 0, d'où P, — Pa^o-

En particulier, on voit que, si P| = P^, on a n = i, par suite

A2,G = o; de sorte que tout semi-invariant isobarique et de

même poids par rapport aux deux indices est un invariant.

Démontrons maintenant que tout semi-invariant G, des poids

respectifs u.-1-A- et u.(A>»o) peut être considéré comme la

source A^^o d'un invariant d'ordre
;jl

de degré k par rapport

aux (^x).
Il suffît de faire voir que l'on a

A„A*», A*,o= Aî(X:,-4- i)A*--r'Ax.o,

A*t»A>i.,o=o;

de cette façon, en effet, toutes les relations auxquelles sont assu-

jettis les coefficients
^k^,ki1

seront vérifiées d'elles-mêmes.

Comme ces équations résultent immédiatement de ce qui vient

d'être dit, en faisant P, — Po=A-, la proposition est démontrée.

35. Supposons maintenant que F ne dépende que des varia-

bles {x) et {y)i et considérons le coefficient A;to;o,/
^^^ poids res-

pectifs a -r A" et |JL-t-/;
on peut en tirer comme précédemment

tous les coefficients A^. i,.,i ,/ >
6t ce coefficient est encore la source

de l'invariant.

Si deux tels invariants ont même source A, des poids respec-

tifs P, et P2, ils ne coïncident pas nécessairement, car ils peuvent
ne pas être des mêmes degrés par rapport aux {x) et aux {y)] on

a en effet simplement a -^ A= P, , u. -f- / = Pj, ce qui ne déter-

mine que A" — /. S'ils sont des mêmes degrés, ils coïncident; on

en conclut que, dans le premier cas, ils ne peuvent différer que
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par une puissance de l'invariant évident (^jk)I car, en multipliant

l'un d'eux par une telle puissance, on obtiendra encore un inva-

riant, avant même source que l'autre, et des mêmes degrés.

Soit A une fonction entière quelconque des éléments du sys-

tème S, sauf les (x) et les (j"), isobarique, des poids respectifs P,

et Po
;

si on lui applique l'opération A|2 successivement, on finira

nécessairement par tomber sur un résultat nul : il suffît, pour le

voir, de raisonner comme plus haut relativement à l'opération Aoi.

Soit A^V A le premier résultat nul; A est la source d'un inva-

riant dont l'ordre et les degrés sont déterminés par

et qui n'est pas divisible par (xy).
En effet, supposons A*^ o, et calculons les coefficients

A;;.,,.,^ ^^ par
les formules

la forme

P/, P/,
A/.-,0;/„/, Jt' /i

est isobarique et des poids respectifs |jl
+ A" et

[x;
de plus, elle vé-

rifie l'équation A,oF = o, où l'opération A, 2 s'applique aussi

aux (y), de sorte que l'on a bien A"^o. Donc, d'après le numéro

précédent, c'est la source d'un invariant considéré comme ne dé-

pendant que des (a;). En y considérant aussi les (y) comme va-

riables, le théorème se trouve démontré complètement, car le

terme en x'ly\ n'étant pas nul, la fonction obtenue n'est pas divi-

sible par (xy).
Si Ton considère un semi-invariant G comme dépendant de

variables (y)^ ce qui précède nous montre ce qu'on doit entendre

par source de ce semi-invariant; un semi-invariant n'est d'ailleurs

déterminé par sa source qu'à une puissance près deya-
On pourrait répéter ce que nous venons de dire, sans grandes

modifications, en remplaçant des variables de première espèce par
des variables de seconde espèce. La source d'un invariant dépen-
dant des (x) et des (i) serait le coefficient

A/;.o;x,o-

On pourrait aussi obtenir des résultats analogues en considérant

un invariant comme fonction des coefficients de certaines formes.
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VI. — Les systèmes invariants.

36. Les relations du n" 33 nous montrent que l'on peut généra-

liser la nolion d'invariants et chercher un système invariant de n

fonctions F|, Fo, ..-, F„, linéairement indépendantes et telles

qu'après la transformation du système S on ait les relations

F..(e')=i;a„F,(.).
i^iV^X'.-..")'

les quantités a^/ ne dépendant que des coefflcienls Çk) de la sub-

stitution T.

Le déterminant des a/t/ est d'ailleurs différent de zéro, sans quoi
les ¥is ne seraient pas linéairement indépendants.

De plus, on peut supposer le svstème irréductible, c'est-à-dire

non décomposable en systèmes partiels de même nature. Il est

clair, en raisonnant comme quand il s'agit des invariants, que les

fonctions d'un système invariant vérifient des équations de la

forme

A,vF, = Saif F/,

les
jx^*''

étant des constantes numériques en nombre ^n-\ et réci-

proquement.
Entre ces constantes existent d'ailleurs des relations qui

résultent des relations qui lient entre elles les opérations A/y.

Si, comme nous le supposerons toujours, les fonctions ¥k d'un

système invariant sont entières et homogènes séparément par rap-

port aux diverses séries de variables et de coefficients qui com-

posent le système S, les différents degrés d'homogénéité sont les

mêmes pour toutes les fonctions, que l'on peut aussi supposer iso-

bariques par rapport à chaque indice. Dans ces conditions, il serait

aisé de voir que tout système invariant peut être remplacé par un

système analogue, linéairement équivalent, qui se ramène à l'en-

semble des coefficients d'un invariant considéré comme fonction

des variables d'un même couple, ou bien à plusieurs tels ensembles.

Les systèmes de cette nature ont été étudiés ci-dessus.

L'évanouissement simultané des formes d'un système invariant

correspond évidemment à l'existence accidentelle d'une propriété

An. — I. 3
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projective du système S, expiimée par l'existence d'un ensemble

d'équations. La réciproque de cette proposition n'est vraie que
sous certaines réserves, suivant la façon dont on choisit cet en-

semble d'équations : ce qui semble vrai, dans tous les cas, c'est

qu'à toute propriété projective de cette nature on peut faire cor-

respondre au moins un système invariant.

VII. — Les invariants multiples et les combinants.

37. Etant donné un système S, on peut concevoir que l'on

partage les différentes variables qui figurent dans ce système et

dans les formes de ce système en plusieurs groupes, et que les

variables d'un même groupe soient transformées par une substi-

tution linéaire a, que l'on ne suppose pas rester la même quand
on passe d'un groupe à l'autre.

Pour cet ensemble de transformations, il est facile de définir des

invariants absolus et des invariants ordinaires, que nous appel-

lerons invariants multiples ; ceux-ci se reproduisent après la

transformation, multipliés par des puissances des déterminants

des différentes substitutions employées. Leur nombre est facile à

déterminer, ainsi que celui des invariants absolus correspondants;

les systèmes complets correspondants d'équations aux dérivées

partielles s'écrivent immédiatement.

Sans insister sur cette étude directe, nous remarquerons seu-

lement que les invariants multiples doivent être des invariants

pour les transformations particulières qui ne changent que les

variables d'un seul groupe. Par suite si
(:;), (;), ..., (î^), ...

sont les autres variables, un invariant multiple sera de la forme

S 17 -''i t'"' /*i /'' ''"^t y^-
1 i\,r.;s.,Si,...0,,C.;... -"i -"2 'l '"î

• • • ^\ ^l' • • •
^

les fonctions F,.^ ,.,.
étant elles-mêmes des invariants pour le

système obtenu en prenant ensemble les formes qui sont les

coefficients des formes données ordonnées par rapport aux va-

riables (^), (^), . . .
, (î^),

. . .
,
et les autres variables.

Réciproquement, il est clair que si une fonction vérifie ces

conditions pour chaque groupe, on pourra la regarder comme un

invariant multiple du système donné.
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Ajoutons que les invariants multiples sont en particulier des

invariants du système S, au sens ordinaire du mot.

38. Soit un système S comprenant en particulier deux formes

semblables /et g^ et soient 9, et Qo deux variables qui ne figurent

pas dans ce système. Remplaçons les formes /et g par la forme

f),/_f- f|o o', et, dans le nouveau système ainsi formé, considérons

les variables comme réparties en deux groupes dont l'un ne con-

tient que les (8).

Si F est un invariant multiple de ce système, indépendant des (8),

c'est un invariant particulier du système S, jouissant de la pro-

priété de se reproduire à une puissance près du déterminant

o'= 'J.^^ aoo — !JL|2jJ(-2i? quand on remplace les formes / et ^ par les

combinaisons linéaires '^^^f-\-'x^.2g, 'J-ixf-r-'J-iig-, puisque ceci

revient à faire sur les (Q)une substitution linéaire de déterminant o'.

Nous dirons qu'un tel invariant est nn combinant du système S,

relativement aux formes / et g. Il est clair que tout combinant

peut être obtenu comme nous venons de le dire.

La notion d'invariants multiples s'étend immédiatement au cas

où Ton considérerait des formes renfermant des variables d'ordre

différent, les unes binaires, les autres ternaires, par exemple.
Bien que nous ne nous occupions actuellement que de variables

binaires, ce fait est intuitif, et ce que nous dirons par la suite sur

les variables ternaires et quaternaires nous permet d'affirmer que
rien ne sera changé aux considérations qui précèdent, quand on

«envisage le cas le plus général.

En particulier, la notion de combinant s'étend d'elle-même, si

le système S comprend p formes binaires/,, /o, /s, . . . sembla-

bles; les invariants multiples, indépendants des (Q), du système
obtenu en remplaçant les formes/ par 8,/, -h O2/2+ 83/3-I-. . .

,

seront des combinants du système S par rapport aux formes /-,

cest-à-dire jouiront de la propriété de se reproduire à une puis-

sance près du déterminant ô' des coefficients a/y, si l'on remplace
dans le système donné les formes /• par des combinaisons li-

néaires, Su/y/y, de ces formes; et réciproquement.

39. Un combinant du système S par rapport à deux formes

semblables / et g de ce système est un invariant ordinaire du
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système qui, lorsqu'on fait sur les coefficients correspondants
de y et g une même substitution linéaire, se reproduit, à une

puissance près du déterminant de cette substitution. Il est alors

facile de généraliser cette notion, en supposant que les deux

formes f ei g ne sont pas semblables. Si, par exemple, on

a y= a^r-, g = hx'i et si, p étant supérieur à q^ h = Cxv-n désigne

une forme à coefficients arbitraires, on peut chercher les inva-

riants du système S qui, lorsqu'on remplace les coefficients dey
par ceux de "^f-h hg, X étant une arbitraire, se reproduisent à un

facteur près (une puissance de \ évidemment). Ces invariants,

faciles à définir par un système complet d'équations aux dérivées

partielles, sont les combinants du système S par rapport àyet g;
leur nombre serait aisé à évaluer.

Ce que nous venons de dire sur un cas particulier s'étendrait

sans peine au cas plus général dans lequel on chercherait les com-

binants du système S par rapport à plusieurs formes de ce système.



CHAPITRE II.

LES FORMATIONS INVARIANTES GÉNÉRALES.

I. — Les Polaires.

40. Une polaire quelconque d'une forme d'un système S ou

d'un invariant de ce syslème, prise par rapport à des variables

remplacées par des variables de même espèce, ou par rapport
à des coefficients remplacés par ceux d une forme semblable

appartenant au système, est encore un invariant de ce sys-

tème.

Ceci résulte de la définition même des polaires; si en effet F est

un invariant du système, contenant par exemple les variables {x)
ou les coefficients d'une formey du système, et si l'on y remplace
les x/par \esxi-\-\yi, ou les coefficients de^par ceux de/"-!- )-«',

g étant une forme du système semblable à /, la fonction F ne

cessera évidemment pas d'être un invariant, et cela, quelle que
soit l'arbitraire A. Tous les coefficients du développement de F
suivant les puissances de A jouiront donc de la même propriété,
ce qui démontre le théorème, au moins quand il s'agit de polaires

simples : il s'étend immédiatement aux polaires multiples.
Il est évident d'ailleurs que les polaires d'un invariant F

d'ordre it sont elles-mêmes des invariants d'ordre a.

En combinant ce théorème avec celui du n° 32, on voit que
les invariants des polaires des formes ou des invariants d'un

système sont eux-mêmes des invariants de ce système; on voit

aussi que l'on peut prendre la polaire d'un invariant par rapport
aux coefficients d'une forme/", remplacés par ceux d'une forme g
semblable, qui est elle-même un invariant du système, et obtenir

encore un invariant du système; mais, dans ce dernier cas, l'ordre

de l'invariant ne se conserve pas.
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II- — Les invariants comme combinaisons de systèmes invariants.

41. Soit un système invariant composé de n fonctions F,,

Fo, . . .
, F«, vérifiant les relations

F;t= Ila/L/F/,

OÙ F^ désigne la même fonction des éléments transformés (e')

que Fa des éléments primitifs (e), et où les 0.^1 ne dépendent que
des coefficients (a) de la substitution.

Un second système invariant, composé de n fonctions G,,

G2, • . .
, G/,, est de même espèce que le premier si l'on a, u. étant

un nombre quelconque,
G/, = olASa^./G/;

un système invariant, composé de 11 fonctions <I>|, $2? • • -, ^«,
est dit, au contraire, d'espèce opposée au premier, si l'on a,

ML étant quelconque,
0(^4»^. = Sa//,.*/.

Si deux systèmes invariants sont tous deux de même espèce, ou

tous deux d'espèce opposée par rapport à un troisième, ils sont

eux-mêmes de même espèce; ils sont, au contraire, d'espèce

opposée si l'un est de même espèce, l'autre d'espèce opposée par

rapport à un troisième.

Si n systèmes invariants de n fonctions, tels que le système (F),
sont de même espèce, le déterminant des n- fonctions de ce sys-

tème est évidemment un invariant, puisque le déterminant des F'

est égal à celui des F multiplié par celui des a^/, à une puissance
de 8 près; ceci montre, en particulier, que le déterminant des a/,/

est toujours une puissance de 0.

Si (F) et ($) sont deux systèmes invariants d'espèce opposée,
il est clair aussi que la fonction SF^^^ est un invariant. Récipro-

quement, si l'on met un invariant sous la forme SF/t^/;, les F et

les dépendant d'éléments différents, et si les F sont linéaire-

ment indépendants, ainsi que les $, les F et les <I> forment deux

systèmes invariants, nécessairement d'espèce opposée. En effet,

la relation SF^<t>^ = Z^HFk^k-, où
p.

est l'ordre de l'invariant con-

sidéré, fournit, quand on y remplace les 4>^ parleurs valeurs en
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fonction des (A) et des éléments primitifs dont dépendent les $,

des relations linéaires entre les F et les F', résolubles nécessaire-

ment par rapport aux F ou aux F', d'après les hypothèses faites;

on raisonnerait de même pour les $.

Si un invariant est mis sous la forme SF^^yt, les F et les <^ for-

mant deux systèmes invariants d'espèce opposée, et si l'on y

remplace les Fy^ par les fonctions Ga d'un système invariant de

même espèce, on obtiendra un nouvel invariant; et réciproque-

ment, si deux invariants sont mis sous la forme SF;t<ï>A, SG^^a?
les (F), les (G) et les (4>) formant des systèmes invariants, le

système invariant (G) sera de même espèce que le système (F) et

d'espèce opposée à (4>).

Il est évident encore qu'un combinant des formes d'un système
invariant est un invariant.

La théorie des variables d'ordre n permettrait d'énoncer beau-

coup d'autres propositions analogues à celles qui précèdent.

42. Les produits x^'j^^S ^^ ^*i ^^ ^'2 sont deux entiers non

négatifs de somme A, forment un système invariant particulière-

ment important que nous appellerons (/).

Puisque (ç,Xi -r- 52^2)^ est un invariant, les quantités p—5— i^'i^'

forment elles-mêmes un système invariant (t), d'espèce opposée

(il ^.2
—

Ç2^4i)^ est aussi un invariant; donc les quantités

forment un système invariant de même espèce que (^). Ceci

montre, en particulier, que deux formes équivalentes sont inva-

riantes l'une par rapport à l'autre, ce qui était d'ailleurs évident,

d'après leur définition.

Si F est un invariant fonction des (x), la puissance /i'*""® de sa

première polaire, soit, a un facteur près, yy\ -r— -h-y^ -\
—

)
> est

un invariant; donc les produits p
—
p— l

-—
\ 1 -r

—
1 forment un

système invariant de même espèce que (t).

De même, la polaire d'ordre h de F, soit, à un facteur près,
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/ dV d¥\'' ... , V
ijU j— + X'i -j

—
)

' ou Ja puissance est symbolique, est un inva-

11 .
, Pa àh¥ c

riant; donc les quantités ^^
—tt

,
lornient encore un système

invariant de même espèce que (x).

Si $ était un invariant fonction des (^), on verrait de même

que Jes quantités ( ^^ ( -^^ )
ci une part, d autre part,

forment des systèmes invariants de même espèce que (t).

Les coefficients a/^ y,^
d'une forme ç

=
a^/i forment un système

invariant de même espèce que (t). Si donc F est un invariant qui

dépend des (a), les dérivées -r formeront un système invariant

de même espèce que (t).

On peut multiplier facilement ces applications : il est inutile

d'y insister davantage. On remarquera seulement l'extension immé-

diate de ce qui précède au cas où l'on considère plusieurs systèmes
de variables.

III. — Les invariants K et J. Les jacobiens et les hessiens.

43. Soient y =z
a^/', 'h =_-

[3;r,
deux formes dépendant de variables

d'espèce différente, et considérons les deux systèmes invariants

formés par les quantités ,. /,
—

.

•

, ?
—

, ,
? où Il^ et /i> ont

pour somme h de toutes les façons possibles. Ces deux systèmes
sont d'espèce opposée et, par suite, la fonction

est un invariant du système formé par f, 'l, les [x) et les {\). En

introduisant un facteur numérique et une notation symbolique

déjà employée, nous écrirons, pour cet invariant,

Ccl invariant est absolu.
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Si
/>

et t: sont égaux, on a, en particulier,

K^c/, "V)=2p^ «/>../'. rv-p.-

Ce procédé, appliqué aux polaires d'ordre h de f et *!j consi-

dérées comme fonctions des (y) et des
(r, ),

redonnerait K^(y, à).

Ai. Supposons maintenant que g"
= bxP' soit une forme dépen-

dant commey des variables (x); ^ et
-p^j

d'une part, -r— et y^»

d'autre part, étant des systèmes invariants de même espèce, la

fonction

àj_ àg_ _ df^ dg\'^

^dxi dXi dxi dxi(;

est un invariant du système y, g, {x).

Af •
1

• -' / àf\''>/ df\''^ dhf . ,
Mais les quantités (

-r—
) ( v^ )

et — • lorment deux svs-
\f^^i/ \(f^i/ dx^'dxi-

tèmes invariants de même espèce; il en est de même pour les

quantités (
—

) ( -xr- )
et —

. . ; donc, en introduisant un

facteur numérique, la fonction

\J:f>)
p_^ p^^ \ôxi dx. dXidxJ

où la puissance qui figure au second membre est symbolique, est

encore un invariant, d'ordre h évidemment. Si p elp' sont égaux,
on a, en particulier,

Les invariants K et J se ramènent aisément les uns aux autres, en

remplaçant la forme 'h, par exemple, par celle qui lui est équiva-
lente. Il en serait de même des invariants analogues aux J obtenus

en partant de deux formes aux variables (;).

On pourrait appliquer les mêmes principes à bien d'autres cas :

c'est ainsi que, par exemple,/ dépendant des variables (a:) ei{y)^
on obtiendrait sans peine l'invariant

àxi dfi OXi Oj'i
'
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d'où l'on déduirait, en appliquant la représentation symbolique
des dérivées, le nouvel invariant

Enfin les invariants K et J se généralisent et s'appliquent
encore aux cas ovi les formes dépendent de plusieurs groupes de

variables. Il est inutile de donner plus de détails sur cette généra-

lisation, qui est immédiate.

4-0. Les invariants i^{f, g) que nous pouvons considérer seuls,

à l'exclusion des invariants K, d'après ce qui précède, sont parti-

culièrement importants : ce sont les Ueberschiebungen de Clebsch

et Gordan
;
en les utilisant seuls, on arrive à former les systèmes

complets d'invariants des systèmes binaires.

D'une façon générale, nous remarquerons que 3^'{f,f) est nul

identiquement quand h est impair; que l'on a

En particulier, si /et g sont de même degré, et si h est impair,

on a

donc, dans ce cas, ^^{fig) est un combinant dey" et g.

46. Nous allons dire quelques mots des cas particuliers où l'on

a /i = I ou /i = 2.

Nous emploierons d'ailleurs les notations abrégées suivantes

f='^ /. = i -^ •

-^^
jj Oxj'

•''^

p dx^'

p(p—i)àxi'
''^ "

p{p — i) àXidXî^
*^" "

p{p — i)dxl

Pour/? =:-
I, on a, en supprimant l'indice h,

Hf,g) =
A A
gi gi

-^'figi
—

fii
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Celle fonclion est \ejacobien ou déterminant fonctionnel des

deux formes f et g.
On a les relations

a-i/i -^ ^ifi = /,

d'où

a?i J ('/, g) ^ fgi— gfi,

^t^W, g)= —fgi-r-g/i-

Si J(/, g) est nul identiquement, on a donc

f_A^A^ pdf
g gi gi Pdg'

df et dg désignant les différentielles totales de / et g\ par suite

f"=Cgp,

C étant une constante. Si en particulier p z= p^ on a f^ G^, et

les deux formes/ et g sont identiques à un facteur près, indépen-
dant des (vc).

Le jacobien J(/, g\ égalé à zéro, définit les éléments (x) tels

que leurs systèmes polaires d'ordres p —^ i et/)'
—

i par rapport

Àf et g coïncident.

Supposons que / el g admettent une même racine q fois elq'

fois respectivement; nous pouvons supposer que celle racine est

définie par x, =^ o; alors un calcul facile montre que J(/, ^) admet

celte même racine ^ -t- ^ — i fois au moins, et l'admet certaine-

ment q -\- q' fois, si l'on a pq — p'q = o, et dans ce cas seulement.

En particulier, si f et g sont de même degré, et si qq' n'est pas

nul, la racine commune est au moins double pour J(y, g^.

41. Dans le cas de A = 2, il vient

J-(/, g)=/iigii— 'ifiigii^/iign-

Si, en particulier, y et g sont identiques,

i /« /m

i'-{fif) est le hessien de la forme/.
y- {fi f) est le jacobien des dérivées partielles y, et/o, à un fac-

teur près; si donc y-{f, f) est nul identiquement, la forme /est.
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comme l'on sait, la puissance/)'"""' d'une forme linéaire. Siyadmet
une racine multiple d'ordre q, J-(/, f) admet ce même fac-

teur xq
— 2 fois.

48. Trois formes f^= a^v^ g = bxi", h = c^p" ont pour inva-

riant la fonction

I /il /l2 /22

H = ^11 ^12 ^22

"Il "12 "22

car les dérivées /'/y, ^/y, hij forment trois systèmes invariants de

même espèce; cet invariant est d'ailleurs un combinant.

Ecrivons encore

/22
—

?./i2 /u
I

2H = ^22
—

'^^12 ^U
I

,

/»22
—

21^12 Aji 1

et multiplions membre à membre cette équation et la précédente.

On obtient l'identité importante

.1 iHf,f) iHf.g) ^Hf.h)
I

2H2=
I

}^{f, g) }Hg,ff) iHg,h) |.

! J2(/, h) iHg, h) J2(A, h) I

Si l'on fait h = [xy)--, puis que dans les liij on remplace les {y)

par les (x)^ on a H :=: ^{fi S) ^n vertu des relations

^l/ll-^^2/l2=/l, ^l/l2-+- 3-2/22
= /2, ••;

on a aussi

Ou peut donc écrire

Jî(/i, h) = 0.

Al

et

!

/il fn
Hf,ff)=

1

^11 ^12 ^22

i / é' o

toutefois ceci suppose p elp' supérieurs à i .

(Considérons maintenant une quatrième forme A" analogue à f,
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ij, A, et multiplions ensemble les matrices

|3
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dans cette dernière formule, facile à vérifier, p et p' sont les

degrés deyet de g] d'ailleurs ces degrés, comme celui de /<, sont

supposés supérieurs à l'unité.

IV. — Les invariants A.

50. Soient n formes quelconques semblables
, renfermant

chacune n coefficients; si ces formes sont liées par une relation

linéaire à coefficients constants, il en est de même de leurs trans-

formées après une substitution u. Par suite, le déterminant A

des n- coefficients de ces formes est un invariant de ces formes;

cet invariant est d'ailleurs un combinant.

Supposons maintenant q formes semblables, à une seule série

de variables, [x) par exemple, /*,, f-y, ..., fq, renfermant

chacune p + i coefficients, c'est-à-dire de degré p par rapport
;iux {x), et soit q <ip -i- i' Si ces formes sont liées par une rela-

tion linéaire, ce fait subsiste après une substitution o-; pour

l'exprimer, il faut écrire que tous les déterminants d'ordre q,

tirés de la matrice formée par les coefficients, sont nuls. Nous

allons faire voir que l'on peut aussi écrire simplement qu'un
invariant convenablement choisi, renfermant des variables, est

nul identiquement.
Si d'abord fqj^\, fq+ni • • -i fp+t sont p — </ + * formes arbi-

traires semblables aux
/*/,

il est clair que si les
yo -h i formes //

dans leur ensemble sont liées par une relation linéaire, il en est

<le même deft^f^^ • •
., fp, puisque les autres/"/ sont arbitraires,

i^a condition cherchée est obtenue d'après cela par l'évanouis-

sement d'un invariant A qui contient/?
—

^ + ' séries de coef-

ficients arbitraires.

On peut diminuer, et cela de plusieurs façons, dans A le nombre

des arbitraires : nous allons examiner spécialement deux de ces

laçons.

D'abord, g étant une forme arbitraire de degré q^ on peut

prendre pour les formes auxiliaires/^^,, fç^-i, ..., y^+i les

produits x^~^ g, x^'^~* X2g, • • •
, ^^^ gi ci"i forment évidemment

un système invariant, de sorte que toute relation linéaire entre

les fi et ces formes entraîne une relation linéaire entre leurs

transformées. Mais il faut montrer que si cette relation linéaire
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choisissons les (r,) de façon que le coefficient de ('ç\x)f~* dans

cette relation admette une racine arbitrairement donnée d'équa-
tion (i"^|.27)

= o. Si ceci n'est pas possible sans que les coeffi-

cients de la relation deviennent tous nuls, les
cp/, ayant leurs jaco-

biens nuls deux à deux, sont de la forme
)./'-p(ç),

les X,- étant des

constantes; et, pour la même raison, on aura 'l (^\x)f := o {^)g (x) ;

cette dernière hjpollièse entraîne g = o, et par suite on a une

relation linéaire à coefficients constants entre les/"/, de sorte que
ia proposition est démontrée.

Si, au contraire, les coefficients ne deviennent pas tous nuls, on

a une relation telle que

où les notations s'expliquent d'elles-mêmes.

En appliquant à cette relation le même procédé et continuant

dé la même façon, on rencontrera une relation à coefficients

constants entre les//, ou bien on sera ramené finalement au pre-
mier cas, c'est-à-dire à une relation telle que

g étant une forme aux racines arbitraires (^), (ç<'^). . . .
, (^'^~*^).

Donc, dans tous les cas, l'évanouissement identique du déter-

minant A des coefficients des formes f) et des formes auxi-

liaires x^~^{l\x)9, xP'^"^ Xii^l^^i •••, exprime l'existence

d'une relation linéaire entre les formes/"/.

La marche de la démonstration montre en même temps comment

l'on pourrait faire d'autres hypothèses sur la composition des

formes auxiliaires adjointes aux
/'/ pour former le déterminant A.

On pourrait aussi, pour exprimer que les q formes// sont liées

par une relation linéaire, exprimer que leurs dérivées partielles

semblables d'ordre
r/
—

i sont liées par la même relation linéaire;

comme il y a ^ dérivées partielles d'ordre q
—

i
,
on voit que l'on

est amené à égaler à zéro le déterminant formé par les dérivées

partielles d'ordre q
—

i des q formes
/'/. Réciproquement, il est

aisé de démontrer que cette condition est suffisante. Mais ce

déterminant, qui est un invariant, est de même degré par rapport
aux (a;) que l'invariant A obtenu en dernier lieu, quand on y rem-

place Ç, par X2 et ^2 par
—

«^i ?
ce qui ne change rien à ses pro-
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priélés; de plus, on voit tout de suite que ces deux invariants ont

même source, à un facteur numérique près; donc ils coïncident à

ce facteur près. Il en résulte une transformation de déterminants

qu'il serait facile de justifier directement.

ol . Les considérations qui précèdent nous permettent d'obtenir

sous une forme particulière un système invariant tel que l'éva-

nouissement de toutes les fonctions de ce système soit la condition

nécessaire et suffisante pour que tous les déterminants d'ordre q
tirés de la matrice formée par les coefficients des fi soient nuls.

Elles permettent aussi, d'une façon plus générale, d'écrire des con-

ditions nécessaires et suffisantes pour que tous les déterminants

d'ordre q tirés d'une matrice à q lignes soient nuls, et cela sans

aucune hypothèse préalable.

Les applications possibles sont nombreuses : en voici dès

maintenant quelques-unes.
Pour écrire que deux formes semblables /, = cixP-, fi = hxv-,

sont identiques à un facteur près, nous avons la condition A = o.

suivante, où l'on a remplacé ^i par x^^ Ç2 par
— ^i •

pip —

A „/. P(P — ' ) A
"/>,0 P"p—\,l ; "p-i,i

XI

o

•*1

"iXiXi

fio,p

bo,p

o

o

*.X\X2,

cet invariant ne diffère que par un facteur numérique du jaco-

bien i{f, g), d'après ce qui a été dit plus haut.

Considérons les dérivées partielles d'ordre /i de la formey= axP,

h étant au plus égal à — . de sorte que leur nombre est au plus

égal à — -T- I
,
et leur degré au moins égal à — • Si ces dérivées par-

tielles, qui forment un système invariant, sont liées par une rela-

tion linéaire, ce fait est exprimé par l'évanouissement du com-

binant A, invariant pour y, où l'on a, comme plus haut, remplacé
Ax. — I. A
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les (^) par les [x) :

ip — h)ap^^^<i

o-p-hji (p
—

h)ap-ii-\,ii+i

o x'{

o o

,,/(+!

0'p-\,p—h^\

<^0,p

O

O

En particulier, si p est pair et h égal à —, cet invariant est

indépendant des (x).

L'invariant précédent ne diffère que par un facteur numérique
du suivant, d'après ce qui a été dit plus haut,

A':

d^'\f



CHAPITRE II. — LES FORMATIONS INVARIANTES GÉNÉRALES. 5l

forme A = o, A étant un déterminant d'ordre p -\- r facile à

former. Mais, comme les gk sont arbitraires, on peut ici, comme
on le vérifie sans peine, réduire le degré des hi k q — i en y

supposant j-{'^''~*
en facteur; le déterminant A se simplifie alors,

et l'on voit tout de suite que si l'on considère le système composé
des

gis,
des hi et de la forme

A est un invariant multiple pour ce système, où les (.r) et les
(j>^)

forment deux groupes séparés de variables.

On pourra d'ailleurs diminuer le nombre des arbitraires figu-

rant dans A et prendre en particulier

hi = y'-r-{rAy)'f-'-^'. lii = y'-c^yt{r,\y)i-'-^^.

On pourra aussi transformer A, comme il a été dit à la fin

du n" 50, en utilisant des considérations analogues.

Si, par exemple, les cinq formes du sixième degré f^ = «^,

f.2=^ bj*, . . . sont liées par trois relations linéaires, le détermi-

nant A devient

«6,0
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tielles de même ordre h d'une forme/, prises avec les coefficients

numériques convenables, on obtiendrait un invariant du système

/, (^), (t)), évidemment. En supposant r = h, puis remplaçant
les (i) elles (yi) par les {x), on retrouve ainsi le hessien deysous
différentes formes : en faisant les (vi) égaux aux (^), on obtient

donc dans ce cas une condition suffisante pour exprimer la dépen-
dance linéaire proposée; mais c'est une exception.



CHAPITRE m.
LES SYSTÈMES LINÉAIRES.

I. — Les invariants des systèmes linéaires.

53. Nous appelons système linéaire un syslème S composé

uniquement de variables isolées et de formes linéaires.

Remarquons d'abord que l'étude d'un tel système revient à celle

d'un système composé uniquement de variables des deux espèces;
et même on peut encore supposer que toutes les variables sont

de première espèce, par exemple. En effet, si les (^) sont des va-

riables de seconde espèce, en faisant ^, :^ Xj, ^3= — -C|, il est

clair que les (x) se transforment par la substitution t de la même
façon que les variables de première espèce, au facteur près. De

plus, on peut prendre une forme linéaire de première espèce sous

le type (xx), de sorte que cette forme égalée à zéro définit précisé-

ment l'élément dont les coordonnées de première espèce sont(x),

et que ces [x )
se transforment, au facteur près, comme les va-

riables de première espèce.
A partir de maintenant, nous appliquerons ces remarques, en

nous bornant aux variables de première espèce, et en prenant

toujours les formes linéaires sous k forme {xx)^ ce qui permet
de les remplacer par les variables {x).

o4. Soit donc un système linéaire S composé de n couples de

variables isolées {x), (y), (z), (t), (u), ....

Les invariants du système sont tous les déterminants du type (x^),

en nombre ; ils forment, comme nous allons le faire voir,

un système complet.
Entre ces invariants existent des relations, car in — 3 seule-
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ment d'entre eux sont indépendants : on peut choisir pour ceux-là

{.xy), (xz), (xt), (xu), ,..,

(r^), (yt), {yu), ...,

et tout autre déterminant tel que [z-t) est lié à ceux-ci par la rela-

tion

{xy){zt) = {xz){yt)-{xt){yz).

Tous ces invariants sont d'ordre — i
,
si les éléments du système

sont à proprement parler des variables.

55. Démontrons maintenant que les invariants {xy) forment

un système complet, c'est-à-dire que tout invariant du système S

peut s'exprimer en fonction entière des déterminants {ocy). Plus

généralement, nous allons faire voir que tout semi-invariant du

système S, des poids respectifs P, et Po, est une fonction entière

des déterminants {xy) et des variables x^^ y-ii ^-i-, -, chaque
terme contenant Pj — P2 facteurs du second type et — P, fac-

teurs {xy)^ par suite. Ce théorème, dont la réciproque est évi-

dente, contient le proposé.

Il suffit de démontrer le théorème pour un semi-invariant linéaire

par rapport aux diverses séries de variables. En effet, par l'adjonc-

tion de variables nouvelles en nombre suffisant, et prenant assex

de fois la polaire de la fonction donnée, on obtient finalement une

fonction, qui est encore un semi-invariant évidemment, et qui est

linéaire par rapport aux diverses séries de variables. De cette fonc-

tion on peut inversement tirer la fonction donné, en supposant

identiques plusieurs séries de variables, d'après les propriétés des

polaires.

Ceci posé, nous allons faire voir en effet qu'un semi-invariant

linéaire par rapport à toutes les séries de variables, des poids

respectifs P, et Po, est une fonction entière de {xy) et des

variables x.i-, yti-, ^2, •••? celles-ci figurant en nombre P) — Po

dans chaque terme de la fonction.

Le théorème est vrai pour une série de variables évidemment :

X2 est le seul semi-invariant des (x), linéaire par rapport aux (x).

Supposons le théorème vrai pour les variables (y), (z), (t), . . .
,
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et démontrons qu'il l'est encore si Ton adjoint à ces variables les

nouvelles variables (x) : il sera alors Axai d'une façon générale.

Le semi-invariant considéré est de la forme A, JC| 4- Ao:^^ ;
si A|

est nul, Ao est un semi-invariant du système (y), (s), ... ; et par

suite le théorème est démontré.

Si A| n'est pas nul, c'est évidemment un 5emi-invariant du

système {jr\ (z), . . .
,
"des poids P, — i et Po", par suite il est de

la forme
I.i{jrz){tu) . . .ViWiSi . . .,

les premiers facteurs étant en nombre — P, — i
,
les seconds en

nombre P, — Pa-r- i, dans chaque lerme. On peut alors écrire,

P, — Po-H i étant nécessairement positif.

Ai^i — \îXi = I.z(xv){^z)( tu)— W9Si . . .
-^ B^x^;

le premier terme du second nombre est un semi-invariant du

système (jc), {y), ( -), . . .
, qui est dans les conditions annoncées;

donc Bo^a 6St lui-même un semi-invariant, et l'on est ramené au

premier cas, celui où A4 était nul, de sorte que le théorème est

complètement démontré (').

06. Le système S admet comme invariants absolus géomé-
i • ' 1 1 <• ( ^-3 ) ( Yt )

triques les quantités de la torme -—'-——-•

Il est facile de démontrer que tout invariant absolu géométrique
rationnel est une fonction rationnelle des invariants absolus parti-

culiers que nous venons de définir. Il suffit de démontrer qu'il en

est ainsi, d'après ce qui précède, pour une expression de la forme

{xy)^i'(xz)>^tz{xt )>i^ . . . (j'3)À«(^<)>-» . . . (z«)>» . . . ,

OÙ les A/y sont des exposants entiers positifs ou négatifs, tels que
la somme de tous ceux d'entre eux qui ont un indice commun
soit nulle. Le théorème est vrai pour trois séries de variables, car

alors les Xij sont tous nuls; il suffit donc de faire voir que s'il est

vrai pour le système (y), (s), (t), . . . , il est encore vrai pour ce

même système auquel on a adjoint les (jc). Or si l'on rem-

(') Cette démonstration a été donnée par M. J. Deruyts (Essai d'une théorie

générale des formes algébriques; Bruxelles, 1891).
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place (0:5), [xt). [xii), . .
, parleurs valeurs tirées des équations

( xz){jt) ^ (^t)(yz) ^ ( xu)(yz) _
{xy){zt)

''

{xy){zt)
*'

{xy){zu)-''"
'••'

l'expression considérée prend la forme

P étant une expression analogue, mais indépendante des {x).

Donc le théorème est général, puisqu'il s'applique à P.

II. — Le rapport anharmonique.

57. L'invariant absolu géométrique
-—

[)\. l est appelé le rap-

port anharmonique des quatre éléments {x), {y)-, {^), (t)., pris

précisément dans cet ordre, et nous le représenterons par (xyzt).
Le rapport anharmonique défini de cette façon ne diffère pas

du rapport anharmonique défini par des considérations géomé-

triques directes, lorsque les éléments (^), (y), . . . sont des points

en ligne droite, ou des droites passant par un point dans un

plan, ....

Avec les quatre éléments (x), (j ), (z), (t), pris dans un ordre

quelconque, on peut former vingt-quatre rapports anharmoniques,
mais il est évident que, si dans l'expression (xyz-t) on permute
entre eux deux éléments quelconques et en même temps les deux

autres, le nouveau rapport anharmonique ainsi formé ne diffère

pas du premier. Il n'y a donc en réalité que six rapports anharmo-

niques distincts formés avec quatre éléments. On peut les écrire

{xt){yz)
i V ^ /

{xz){yt)

On a d'abord

A-, k\
—

kl k\
—

ki k\
—

i
;
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puis, à cause de ridenlilé

il vient

I
— Aj— 7— = o,

1— Al— 7- =0;

el par suile, en fonction de Ai, on a

A, — I ,, k,7' /
'

/' / / '^-j
—

I
, _

Al I
—

Al
- *

Kl Al— I

58. Il peut arriver que deux ou plusieurs de ces rapports

deviennent égaux. On a les différents cas suivants :

(a) Al = A',
= I, alors A* = Aj = x, A3 = Aj = o.

(x) et {y) coïncident, ou bien {:•) et (/).

(b) Al = A3 = o
;

alors Aj = A, = i , A3 = A'i
= x.

{x) et (s) coïncident, ou bien (y) et (t).

(c) Al = Aj = oc; alors Aj = Aj = o. A3 = A, = i.

(x) et (t) coïncident, ou bien [y) et (s).

( a ) A, = A',
= —

I ; alors A» = A'j
= -

» A3 = Aj = 2.

On dit dans ce cas que (x) et (y) sont conjugués harmo-

niques par rapport à (5) et (t), et inversement.

( 6 ) Al = A3 = 2 ; alors A* = A'j
= — 1

; A3 = A
j
= - •

(x) et (z) sont conjugués harmoniques par rapport à (y) et (t),

et inversement.

( c » Al = A'j
= -

; alors A, = A',
= 2, A3 = A, = — i .

2 I
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[x) et (ï) sont conjugués harmoniques par rapporta (j>^)
et (5),

et inversement.

3° oj désignant une racine cubique imaginaire de l'unité,

A"i
= k^

—
A-3 = — o), k\ = k'2

=
k'-^
= — oi"^.

On dit alors que les quatre éléments (^), {y)-, (z), (t) forment

une proportion éq uianliarnionique .

En particulier, on voit que si deux des quatre éléments coïn-

cident, les rapports anharmoniques ont deux par deux les valeurs

o, 1 , 03. Il en est de même si les quatre éléments coïncident deux

par deux. Si trois au moins des quatre éléments coïncident, les

rapports anharmoniques sont indéterminés.

59. Dans les cas particuliers examinés, les équations qui défi-

nissent les rapports anharmoniques sont, en appelant
— l'in-

connue

1°

3°

Pl
= 0, P2=0, Pi— p2=0;

p,-t-p2=0, pi— 2p2=0, p2— api^O;

?!
—

pip2-i-pi = o.

Entre les premiers membres de ces équations existe l'identité

fondamentale

27Plp2(Pl— p2)2+(pl-^-p2)Hpl— •-^?2)Hp2— 2pi)2 = 4(p2— pip2-f-p|)3.

60. Nous remarquerons qu'un élément [x) est défini sans ambi-

guïté par la condition que le rapport anharmonique [xyzt) ait une

valeur donnée, {y)-, (^) et {t) étant donnés.

En particulier le rapport
— des coordonnées d'un élément [x)

est égal au rapport anharmonique (^00< O2), où O désigne l'élé-

ment de coordonnées (i, i).

Il y a indétermination cependant si les trois éléments donnés

coïncident, ou bien si {z) el {t) coïncident, avec {xyzt) = i; ou

bien si [y) et [t) coïncident, avec (.rj'5<)
=:= o

;
ou bien si {y)

et {z) coïncident, avec [xyzt) = ce.
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Dans deux espaces homographiques quelconques, quatre

couples d'éléments correspondants (œ) et (a:'), {y) et {y'), (z) et

(;;'), (t) et (t') déterminent même rapport anharmonique ;
on a

{xjzt) = (x'yz't'),

puisque le rapport anharmonique est un invariant absolu.

Réciproquement, si deux espaces quelconques se correspondent
de façon que tous les groupes de quatre couples d'éléments corres-

pondants déterminent un même rapport anharmonique, ces deux

espaces sont homographiques. Ceci résulte de ce que trois couples
d'éléments correspondants déterminent une homographie, et de ce

que le rapport ariharmonique (xyzt) détermine (x) d'une façon

univoque, sans exception, lorsque (y), (z), {t) sont donnés, dis-

tincts.

III. — Les invariants en fonction des racines.

61. Considérons un système S composé de variables (:r),

(j), . . . , et de formes /= cixVi g = 6jp', ... à une seule série

de variables : nous supposons toutes les variables de même

espèce, comme nous pouvons le faire sans diminuer la généralité.

Mettons en évidence les racines des formes y, g^ ... en écrivant

comme au n" 7.

D'après ce que nous avons dit des fonctions symétriques
des racines d'une forme telle que /, et ce qui précède, toute

fonction entière des déterminants tels que {xy)^ (xoJ'^), {xb'-J'>),

(a^'^a^j^)^ (b^'^b^j^), (a^'^b^J^), . . . sera un invariant du système S,

si elle est homogène par rapport aux diverses séries de variables,

et de plus symétrique et homogène des mêmes degrés par rapport
aux divers couples des séries telles que («"^), («'-')- • • •- (^^'Oj

(6(^>),..-.

Réciproquement, tout invariant entier du système S peut

s'exprimer sous la forme d'une fonction entière des(jc), (y). , . .
,

(rt<'^), {b^'^), . . . jouissant des propriétés de symétrie et d'homo-

généité que nous venons d'énoncer; et comme, en outre, ce sera

évidemment un invariant du système formé par les (x), (y), . . .
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et les formes linéaires (xa^^^), {xb'-J^)^ . . .
, d'après le théorème du

n" 55, cette fonction sera une fonction entière des détermi-

nants {icy)^ (xa^'^), . . .
, {a'''^b^J^),

. . . mentionnés plus haut.

On voit de même que tout invariant absolu géométrique
rationnel du système S peut être considéré comme une fonction

rationnelle de rapports anharmoniques formés avec les élé-

ments (x), (y), ..., (a'-'^), (b'-J^), ..., cette fonction étant

symétrique par rapport aux divers couples des séries formées

par les
(a'-'^),

les {b^J^},

Ces propositions mettent en évidence l'importance du théorème

relatif à la formation du système complet d'un système linéaire,

et celle de la notion de rapport anliarmonique.

62. Appliquons ce que nous venons de dire aux invariants

que nous avons déjà rencontrés pour un système tel que S.

Siy= a^i'i on a tout de suite

P/,P,>-h .V 0'«"')(JK«<") • • • (ya^''^)D.v=-^/2 (iFa'i')(a7a'2)) . . _(a;a^M)

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons des

racines h à h.

On a

{xya''^'a''J>)
{xa^J^){ya'''^)'

et par suite la condition D^ /= o peut s'écrire

2(a77a<i^a<'i))(.rjKa(2'a('V) . . . ( xya'^''^ a^'i-')
= o,

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons (a'''^),

(«t'.^), ...,.(«('/.)) des racines h à h, {a^'^), (a^^)), ..., («(A))

restant fixes.

On peut aussi écrire dans les même conditions

Ces équations définissent les p — h éléments {x) qui forment le

système polaire d'ordre h de {y), par une relation entre rapports

anharmoniques. Pour /t = j
,
on a

S(ay^a''i'a'''')
—

o;
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pour h^= p — 1
,
on a

63. Si/=:= «j/>, g =1
bj:p-, on obtient facilement aussi

i(f ^)_^y_if^!!!^:^,
PP'^ {xa^'^){xb^J>)

p{p—i)p'{p'—i> 2d {3i:a^")(xa<J>){xb^-^)(xb^t^)
"'

et Ion pourrait continuer de même; on pourrait aussi réduire les

relations J(/, o-) = o, J-(/j o^)
= o à ne dépendre que de rapports

anharmoniques.
Si g =/, on a

mais on a des identités telles que

(a'y>a'^>) (a^t)aW) (««'Ja'y') _

élevant au carré et ajoutant, il vient

^
*^^(a:«('')î(ara/)i ^d ( ara") )2 (araO^ )( a:a(*^ )

~ "'

et par suite^ on a la formule plus simple

/>-'{/?
~

I)^ (ara" )«(araVJ )î

'

^^ J'(/î/)^^o» l'élément (j:) ainsi défini a pour système

polaire d'ordre />
— a un même élément {y^ compté deux fois;

de plus, on voit que le premier système polaire de {y) admet (^)
comme élément double. Cette interprétation est évidente d'après
la définition des systèmes polaires : généralement tous les inva-

riants résultant des polaires pourront être interprétés de façon

analogue.

^«»« >
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LES RÉSULTANTS ET LES DISCRIMINANTS.

I. — Les résultants.

64. Soient deux formes

Le résultant de ces deux formes est la fonction

R = na(A(,)),.=^(— i)/'/''n6(a(/))r
= (— i)?'^''n(a'')6!y'),

où a^i'h^p par exemple désigne ce que devient /" quand on y rem-

place les (.r) par les
(^b^J^).

R est un invariant d'ordre pp' du système formé par y, «•, et

les (a:), des degrés p' et p respectivement par rapport aux (a) et

aux (6). R= o est évidemment la condition nécessaire et suffi-

sante pour que y" et g aient au moins une racine commune.

Si y^est le produit de deux formes /',/", le résultant de y et g
est évidemment le produit des résultants àef et de g, elàef'elg.

S\ f et g sont deux formes de même degré, le résultant des

formes X^/H-Xo^", [J-i/H- [^-ig, les (a) et les (^) étant des con-

stantes quelconques est évidemment (Xu.)/'/''R, R étant le résultant

de y et ^"j R est donc dans ce cas un combinant des formes y et g.

65. On peut calculer le résultant R en partant de sa définition :

voici d'autres moyens plus simples.
Les formes / et g sont liées, quand elles ont une racine com-

mune, et seulement dans ce cas, par une relation telle que

y et^' étant des formes des degrés />'
—

i el/>
—

i respectivement.
Cela revient à dire que les p -^

p' formes de degré p -\- p'
—

i,
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ar^-'/. a:P-'x.2f, • • •
, ^^~'/, ^r'^' -^^'^2^, . • . , ^r', qui for-

ment deux systèmes invariants, sont liées par une relation linéaire.

Le déterminant de leurs coefficients, qui est des degrés/»' et p par

rapport aux (a) et aux (b) ne diffère donc du résultant que par un

facteur numérique.

Supposons maintenant les deux formesy"et «'du même degré/?,

et écrivons-les de toutes les façons possibles sous la forme

P\ Gtp-i étant deux entiers positifs dont la somme est/>
-—- i.

Les p formes y, ^2
—

/st^» »
^^ degré p — i, s'annulent en même

temps, si y et o" ont une racine commune, lorsque l'on prend

pour (x) cette racine. Le déterminant des coefficients de ces

formes, qui est précisément du degré p par rapport aux (a) et

aux (b), ne diffère donc du résultant que par un facteur numé-

rique.

Si les formes / et g n'étaient pas du même degré, si l'on avait

p' <^p^ par exemple, on pourrait encore appliquer le même pro-
cédé : on remplacerait g par gg', g' étant une forme arbitraire de

degré p — /)';
on formerait le résultant de /"el de gg" comme nous

venons de le dire, et on le débarrasserait du facteur étranger con-

stitué par le résultant de y et de g'\ on obtiendrait ainsi le résul-

tant R de y et g. Le facteur étranger est facile à former si Ton

choisit g" d'une façon convenable : si par exemple ^= {xy)P'P' ,

le facteur étranger sera (^ayp)P~P'; si, plus particulièrement,

g'^= xP^^\ le facteur étranger est a^~^ .

Supposons encore/ et g du même degré, et rappelons-nous que
si alors/ et g ont une racine commune, cette racine est au moins

double pour leur jacobien i{/, g), et par suite annule les deux

dérivées partielles de ce jacobien.

Si alors on considère les ip— 2 formes de degré 2p — 3

à3(f, ff) ài(f, ^) p-3 f ~p-i~, /• cr''-^ f xP-^ " 3-P-i tr

il est visible que le déterminant de leurs coefficients ne différera

du résultant R de / et ^ que par un facteur numérique.
On peut ramener le cas général où les formes ne sont pas de
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même degré à ce cas particulier, en raisonnant comme précé-
demment.

On pourrait encore, dans le cas général, écrire comme résul-

tant le déterminant des coefficients des formes J, .r^'"^/, . . .
,

^i~^'fi ^'l~' o^ • • •? ^2~^ê'-> ^6 degré p ~h p'
—

2, et en nombre

p+p'—i.
L'identité des dififérentes formes que nous venons de trouver

pour le résultant est facile à vérifier directement.

66. Nous allons nous occuper maintenant de la détermination

du nombre et du calcul des racines communes à deux formes f
et g, lorsque leur résultant R est nul.

On peut partir de deux points de vue difl'érents : on peut, en

effet, chercher combien de racines de g appartiennent à y, ou

combien de racines de _/ appartiennent à^; mais on peut aussi

chercher le nombre proprement dit des racines communes k/el
à g, c'est-à-dire encore le degré du plus grand commun diviseur

de / et g. Dans le cas où les formes ont des racines multiples

communes, il est clair que ces deux points de vue conduisent à

des résultats différents. Si, en effet, (y) est une racine commune

àyetà g, multiple des ordres q et q' pour ces deux formes, parmi
les racines de g appartenant à y, (y) compte q' fois; parmi les

racines dey appartenant à o, (y) compte q fois; parmi les racines

communes à /"et à g^ (y) compte un nombre de fois égal au plus

petit des deux nombres q et q'.

Cherchons d'abord combien de racines de g appartiennent àf,
et calculons ces racines.

Remplaçons y par y-f- }./i, "k étant un paramètre arbitraire et h

une forme semblable à f \ h^= Cxv- Le résultant de f-^Xli et

de g sera

P P .

i\ — IV. '^ p p ^ae'^ -+- A un ^ac^ -
. . .

Supposons que q racines de g soient (^"^), (^'"^)i • • • (^^^0?

appartiennent à y, et pas davantage; alors on a directement

R'= X7C(6(i))pC(6M)p. . .
C(6('/));' («(/!,('/+'));'

-f- X
c^|,'<)+'))p)• • •

(«(///"))/' -i- ^ c^b{r))p).

On voit par suite que ce cas est caractérisé par ce fait que la po-
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laire D^^R est nulle identiquement pour k < y, c'est-à-dire que
les dérivées partielles de l'ordre q — i de R par rapport aux (a)

sont toutes nulles; en outre D^^R n'est pas nulle identiquement,

et contient le facteur C{b«]P • • •
c^b'q'^)p\

il en est de même d'ailleurs

de tous les coefficients des puissances de A dans R'. Ceci donne

donc le moyen de calculer les racines de g qui appartiennent à/,

puisque D^^R est précisément de degré q par rapport aux (c). Si

en particulier on prend h = (j-'y^i les (y) étant des variables

quelconques, l'invariant D^~' R exprime par son évanouissement

identique que q racines au moins de g appartiennent à /; et l'in-

variant D^pR est à un facteur près la puissance ^'«""^ du produit

0'6(«')(j.fe(«))...(^éW)).

On raisonnerait de même en renversant les rôles de /"et g.

Si les coefficients de f sont considérés comme des formes de

même degré par rapport à des variables ).,, }.2) •• • ^^-nt et si,

lorsque entre ces variables existe l'unique relation irréductible

c5(A|, A2, . • •
^-/i)
= o, on suppose que q racines de g appartien-

nent ày", il résulte de ce qui précède que le résultant R de/ et g
contiendra le facteur

-^
à la puissance q.

67, Cherchons maintenant à reconnaître le nombre des racines

communes à/ et ^ et à les calculer.

Si les deux formes y et g out au moins q racines communes, et

seulement dans ce cas, on sait que l'on peut déterminer deux

autres formes/' et g', respectivement des degrés />'
—

q et p — q,

telles que l'on ait identiquement

//--^^' = o.

Ceci revient à dire qu'il existe une relation linéaire entre les

formes xf'-y, x^'-^'' Xj/, ^f'V, ^f ^^ • • •» -^2"' ^j en

nombre p-hp'— 2q~2, et de degré p-\-p'
—

q; ces formes

constituent deux systèmes invariants. Si alors on procède comme
au n° 50, en adjoignant à ces formes les suivantes :

x1-^h, x1~^Xih, ...: xl-^h.

An. — I. 5
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h étant une forme arbitraire de degré/? +/>'
— 2^ + 2, le déter-

minant des coefficients des/>H-/?'
—

q
-— i formes ainsi obtenues

sera un invariant de y, g^ h. dont l'évanouissement sera une condi-

tion nécessaire et suffisante pour quey et g aient au moins q racines

communes. En particulier^ on peut prendre h =-
l^xy')P'^P'''-i^-^ et

l'on obtient un invariant de/*, g et des (y), soit R^, qu'il est inutile

d'écrire : c'est un déterminant d'ordre p -t-/>'
—

^ + i, des degrés

(^q
—

^){p -^ p'
—

"^q -r- 2),/?'
—

^+ 15/^
— ^+ i respectivement

par rapport aux (jk), aux {a) et aux [b). Pour ^= i, Ry est le

résultant de f cl g, tel que nous l'avons calculé au n'' 65.

Supposons qu'il j ait précisément q racines communes; alors,

h étant arbitraire de degré/» +/?'
—

2g', les formes xi[~^~'^f^ . . .
,

x%'i-'f, xP-'i-' g, ..., xP-'i-' g, x\-'h, ..., xi-' h, de degré

p -\- p'
—

q-
—

I, et en nombre /)+/j'
—

q^ ne sont pas liées par
une relation linéaire quand h reste quelconque; mais si h admet

l'une des racines communes (c^^^), (c^-^), ..., (c^^^) à y et à g^
une relation linéaire existe évidemment entre les formes considé-

rées; le déterminant qui, égalé à zéro, exprime ce fait est donc

divisible par A(c^'^) h(c^-^) . . . A(c^y^), et comme il est précisé-

ment de degré q par rapport aux coefficients de h, on a ainsi un

moyen de calculer les racines communes à /"et à g.

Si, en particulier, on prend h =:^[xy)P'^P'~'^i ^
le déterminant con-

sidéré est Ry+i ,
et est à un facteur près la puissance [p +/?'

— 2 ^^'è""'

du produit {yc^'^){rc^-^) " • (yc'^^).

Ajoutons qu'il est facile d'exprimer R^ en fonction des racines

de f on g] on a sans peine par exemple, à un facteur près, la valeur

deR^

On pourrait encore remarquer que l'on peut toujours vérifier

l'identité y^'-i- gg' -\- hh' ^=z o où/', g' et h' sont des degrés p'
—

</,

p— q^q
—

i
,
etoù /i est une forme arbitraire du degré/» -1-/?'

— 2 q-\- 1 .

Siy et g onlq — i racines communes, l'équation /i'= o détermine

ces racines, tandis que, si y et o- ont au moins q racines communes,
h' est nul identiquement. On définit ainsi de nouveaux invariants

qui peuvent se ramener aux précédents : pour y = i
,

Ji' est préci-

sément le résultant.
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68. Revenons à la méthode donnée au n" 6a pour former le

résultant dans le cas de /?'
=

/?.

Posons, en changeant les notations.

f'iS''i—fi8'i=hi.

Si nous écrivons

g = b^x\-^ bixP-^Xi-^bixP-'-xl

on a

ou

hi
—

(aobi)xP-^-^(aobi)x^-^Xi-{-(aobj)x^~^xl-T-

hi=(aobi)x^-^-^[(aob3)-h(aibi)]x^-^Xi

-r-[{aobi)-^{aib3)]xP-^xl-^...,

hi = { aabi)xPy-^ -T-[Cao6t)-f-(a,63)]arf-*arî

H-[(«o6s)-f-(a|6i)-f-(a2*3)]a:f"'ar|-f-...,

{Oibj) = Uibj—ajbi.

On voit que le déterminant des coefficients des /i,, c'est-à-dire

le résultant R de /et g^ sera un déterminant symétrique.
On voit aussi que la forme

, . 1 »• . .f(x)ff(y)—/(Y)gr(x) . , .

est égale au quotient
——

=^-^-
> sjmetnque en {x)

et {y), et invariant.

De même que le résultant peut se mettre sous la forme du déter-

minant des coefficients des hi, le déterminant R^ du numéro pré-
cédent peut se mettre sous la forme du déterminant A du n** 52,

dont l'évanouissement exprime que les hi sont liées par q relations

linéaires, et dans lequel on remplace les (^) et les (r,) par les (y)-
Pour le faire voir, il suffit de remarquer que Ton obtient ainsi,

d'après ce qui précède, un invariant, et de montrer que cet inva-

riant est du même degré que R^ par rapport aux (j) et a même
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source : l'égalité des degrés est évidente; nous allons montrer

l'égalité des sources sur un cas particulier.

Soitjf?
= 5, ^ = 3; l'invariant A considéré devient

(«0*0 («0^2) («0^3)

(«062) («0^3)+ («1*2) («0 64) -+- («5i ^3)

{aob5)+ {aib:^) («1^5) -(-(«264)

(«165) («2^5)

-
3jKiJK1 -^ 3jKf JK2

ri
- 37iji

(«064)

(«065)

yl
o

(«oM
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l'évanouissement identique du déterminant d'ordre 2/?
— / + i

o

o

/2/>-2''+2
*2

O

ôojr co/r^^^rnr^]'^-

/2p-2''4-2
'-•2

OÙ les (/) sont de nouvelles variables et où l'on distingue trois

groupes contenant chacun respectivement/?
— /' -r i,/>

— r + i et

/•
—

I lignes. Ce déterminant peut se transformer, à une puissance

près de [jK^]^~', dans le suivant, d'ordre ;*
—

i + ^(/^
— '' + O5

«0

o

bo

o

Co

o

do

o

/2/>-2/'+2ta

ai

«0

by

bo

Cl

di

do

^2p-2r+2

JK2^2
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D'après cette remarque, le discriminant du produit de deux

formes est égal au produit de leurs discriminants multiplié par le

carré de leur résultant. C'est ainsi que Ton voit que si dans S on

fait ap^o = o, les termes restants ne diffèrent que par un facteur

numérique du produit de «„_, , par le discriminant de'
X*

Plus généralement, si a^.o, (ip-\,\, (ip-2,21 • • • sont divisibles

par}^*, À*~'. A*"- A étant un paramètre, le discriminant de f

sera divisible par a* *-'J
: si, en effet, on considère A comme un

infiniment petit, léquation y=o, en —, a A" racines infiniment

petites de l'ordre de).; et par suite II (a/ay)* est divisible par )v*^*~'^.

Un même raisonnement peut servir dans les cas analogues.

71. Cherchons à déterminer le nombre et la nature des racines

multiples de / lorsque son discriminant est nul, et à calculer ces

racines.

Soit ^ une forme quelconque semblable k f, g= bxP, et A un

paramètre arbitraire : le discriminant dey-J- ). «^ est

S' == S -^ X p%=^ DA, S - À^ p^^ Dâ6 S - . . . :

S' est aussi le résultant de formes y*,
-^

A^, , fi-^^-gi que nous

appellerons A| et A^-

Considérons le résultant R' des formes

f^têrt—kigi = i(f, g)\

il contient S' en facteur, et aussi le résultant R dey et g, puisque
si l'on a .r, A, -+- a'2A*2= o et Ar,^2

—
^"2^1 = sans que A", et ky

soient nuls, on a Xi g,
— x^gi^^ g^ o, et par suite y= o. En

comparant les degrés par rapport aux coefficients, on voit que l'on

peut écrire R'= /«RS', m étant numérique et indépendant de \.

Gela étant, supposons que (rt^'^), {<J^'^),
- («^'0 soient com-

munes respectivement <7,, ^21 • - '
(Ji fois à y, ety^, et par suite

soient racines multiples des degrés ^,
-^

i, ^o-f- i, ... pour y;

pour abréger, soit q^=z q^^ q^-. . . — q^. Appelons aussi (c^*' ).

(c'2^\ . . .

tc^'^P-^-i'>) les autres racines de J(y, g). On a

R'=
^'*S(«)ir*f«{«)ii' - • • b%^{a^e(.*)•^r

-4- X 6(^(0)1') ....
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et le coefficient de X'f n'est pas nul dans cette expression, si g
reste arbitraire; si en effet

a^c'-'^P P^^ exemple était nul, on aurait

pour les (x) égaux aux (c^'^), à la fois

^1/1 + ^2/2 = 0, f\gi—fig\ = o,

sans que /) et /o fussent nuls; par suite, on aurait aussi

x^ gt -t- ^2» 2 = ^ = o, ce qui est inadmissible.

Donc, /( et /> ayant q racines communes, distinctes ou non,
on voit d'abord que R' et par suite S' contient ^^ en facteur, sans

que le coefficient de Xf soit nul : les dérivées partielles de

l'ordre q
—

i de S par rapport aux (a) sont donc toutes nulles,

et D^^ S n'est pas nul identiquement.

Remarquons maintenant que si l'on pose

le coefficient de \i dans R' est égal au produit du résultant de g
et ^ et du résultant de / et

cp. Remplaçons alors g par g -t- piA,

h étant une forme semblable à /, et
jx

un nouveau paramètre

arbitraire, et supposons que g admette la racine («''^) par

exemple. Si R" désigne ce que devient R' dans ce cas, R" est

divisible par A'?, et le coefficient de \f est le produit du résultant

de g + U.I1 et de ^ par le résultant de /et de
cp', cp' désignant ce

que devient
cp.

Le résultant de g 4- ij-A et de ^ contient en fac-

teur u^i; le résultant de /et ce' contient de même
[Ji^i+'

eu facteur,

puisque / admet q\ -\- i fois la racine («^'^), que es admet cette

même racine au moins une fois dans notre hypothèse (46), enfin

que cp'
se développe sous la forme

cp 4- [xcp, + . . . . Le coefficient

de X? dans R' contient donc ^-^1+' en facteur; le résultant de/
et de ^ -h jx/i

contient d'ailleurs
[Ji^i+'

en facteur; donc finalement

le discriminant S" de f+'X{g-\- [*-h)
contient

').f^fi
en facteur.

D'après cela, les polaires D*p(D^^S), qui sont les coefficients des

termes
A^[ji.*

dans S", les (c) étant les coefficients de h, sont

toutes nulles pour k <Cq\i dans l'hypothèse faite, et par suite D^^S
contient le facteur

b'^àii),p-
Comme D^^S est de degré q par rapport

aux (b), cette quantité est donc égale, à un facteur près indépen-
dant des (b), au produit b1à{^)^pbli(^.,,,

....

On a ainsi le moyen de calculer les racines multiples de /. Si, en
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particulier, on prend g-z=Çxj)P, l'invariant D^^' S exprime par

son évanouissement identique que /", et/o ont
</
racines communes

au moins, et l'invariant D^^S est à un facteur près la puissance/?*'"'*

du produit {ya^*^)i^{ya^-^)i'. . . . {ja^'^)fi.

On fera une remarque analogue à celle du n° 66 relative au cas

où les coefficients de/ seraient des formes de même degré par rap-

port à des variables À,,A2, • • .,^«.

72. On peut aussi appliquer à ft el/2 ce que nous avons dit au

n° 67; ces deux formes auront ^racines communes si un certain

déterminant Sq est nul identiquement; S^ est d'ordre 2/>
—

q
—

i,

des degrés 2(q
—

i )(p
—

q) et 2(/>
—

q) par rapport aux (y) et

aux (a); dans ce même cas, S^^, sera à un facteur près la puis-

sance 2(p
—

q
—

i)
du produit (ya''*^)'fi(ja^-^y: . . . (ya'-'^y-,

considéré plus haut.

En fonction des racines de /, on trouve, à un facteur près, pour

S^ la valeur

S[(j'a"))(7a(2').. (ja''7-»)]2(p-7'(a('7' 0(7+1^2. . . (a^P-'^aP)*.

On peut aussi appliquer ce que nous avons dit au n" 69 de la

façon suivante : si l'on veut exprimer queya q racines d'ordre h -h i

de multiplicité, on exprimera que les h~i dérivées partielles

d'ordre h prises avec les facteurs numériques convenables ont q
racines communes. On obtiendra ainsi un invariant représenté

par un déterminant d'ordre

q — l H- (/i -f- I ){p
— h -r- q -^l).

Nous n'insisterons pas davantage sur ces questions.
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LA FORME BILINÉAIRE.

73. La forme bilinéaire

l'écriture des coefficients étant simplifiée, comme nous le ferons

toujours dans l'élude des formes particulières, offre cet intérêt

particulier que ses propriétés sont celles de l'homographie. Si,

en effet, on ay=o, on peut écrire

—
ctnyi

—
aiiyi. «iiJi-T- ai2jK2

et si le déterminanty =: a, , «22 —• «i 2*^21 n'est pas nul, on définit

ainsi une homographie entre les éléments {x) et les éléments {y)'

Si l'on a y = o, nous dirons encore qu'il y a homographie, mais

cette homographie sera singulière ; ses propriétés sont les sui-

vantes : si A est l'élément [x) de coordonnées
(
— «an «^n) ou

(
—

<^22) «^12)» et si B est l'élément [y) de coordonnées
(
—

«22? «2» )

ou
(
— «,2, tti\)^ à tout élément [y) autre que B correspond

toujours A, et à B correspondent tous les éléments {x); à tout

élément {x) autre que A correspond B, et à A correspondent tous

les éléments {y)-
Si les espaces X et Y remplis par les {x) et les {y) sont dis-

tincts, les invariants multiples de /, des {x) et des {y) sont seuls

intéressants : il est visible qu'il n'y en a pas d'autres que/ety, de

signification évidente. Ou peut alors, siy n'est pas nul, ramener/
à la forme canonique simple

«12(^172 — ^271).

et cela d'une infinité de façons. Si j est nul, / peut se ramener à

la forme

a\ 1 x\ y\ .
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74. Nous allons nous attacher au cas particulièrement intéres-

sant où l'on suppose les séries X et \ coïncidantes, et rapportées

aux mêmes coordonnées, ce qui ne diminue pas la généralité;

nous étudierons alors le système formé par /, les (x) et les (y).

Nous avons d'abord, outre / et (xjk), l'invariant g =/(^, x),

que l'on déduit de / en permutant les (x) et les {y). g^=o est

l'équation de (a:) de Y correspondant à (y) de X.

Nous avons aussi les invariants h=^/(x, x), k^=^f{y, y);

égalés à zéro, ils définissent les éléments qui, considérés comme

appartenant à X ou à Y, coïncident avec leurs correspondants. Les

identités

/— g^iait— an){xy),

fg— hk= — (a„</îi— aiîai,)(ar^)*

nous conduisent encore aux invariants proprement dits

Les invariants y, g, h, k sont d'ordre zéro; (xj'), i et j sont

respectivement des ordres — i, i et 2.

Ces sept invariants, dont cinq seulement sont indépendants,

forment un système complet.
Comme on le voit, la forme / seule, qui ne dépend que de

quatre coefficients, admet cependant deux invariants distincts «ety,
i-

et par suite un invariant absolu géométrique
—

; c'est là un fait

exceptionnel.
La signification de / = o est facile à trouver : en effet, pour

f = o, on aifz=s g, et réciproquement; par suite, (y) a toujours

même correspondant, qu'il soit considéré comme appartenant à X
ou à \ , et ceci n'a lieu que dans ce cas; on dit qu'il j a involu-

tion .

h et k sont des formes nulles identiquement, si f se réduit

à (xj^); alors les séries X et Y sont confondues : c'est un cas que
nous pouvons écarter.

7o. On peut retrouver les résultats précédents en cherchant

directement les éléments doubles, c'est-à-dire ceux qui coïn-

cident avec leurs correspondants, qu'on les considère comme

appartenant à X ou à Y.
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Il faut en effet, pour trouver de tels éléments, résoudre les

équations
Xi x^

— «21^1 — 0.^^X2 aiiXi-\- ai^x^

ce qui conduit aux équations nouvelles, en appelant
- la valeur

commune de ces rapports,

(«21^- p)^l-l- <^22^2 = O,

«ua-i-t- («12
—

C)a72 = O,

avec

«21 "^ ? ^22
^P -^J

Les racines de l'équation en
p

étant invariantes, puisqu'elles

sont telles que la forme g -\- ^[xy) ait son invariant j nul, on

retrouve ainsi les invariants i et y.

Il j a deux éléments doubles, confondus si l'on a /^ — 47= o.

Si y = o, l'homographie est singulière et les éléments doubles

sont les éléments A et B des deux séries X et Y définies précé-

demment; si en outre « = 0, ces éléments sont confondus, et il

J a involution singulière.

76. Si les éléments doubles sont confondus en O'^, on peut
ramener y à la forme canonique

a\^ n'étant pas nul.

Les éléments doubles étant distincts, en les prenant pour les

nouveaux éléments fondamentaux O', et O!, ,
on réduit y à la

forme canonique
/' = a\ 2 x\ 72 -+- «2 1 oc'^y'i .

a',2-r«'2< n'étant pas nul.

Par quelles transformations arrive-t-on à cette forme simple?
Introduisons des variables (5) quelconques; on a

h{x)h{z)=f{x,z)ff{x,z)-+-/(xz)^
= /H^» -s)

—
«(-^-2 )/(«•, Z)-^jixzy
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puisque h{x) doit se transformer en {a\.^-^ a^^)x\x'.^^ posons

x\ = f{x, z)
- {xz)

' "^

^'J

~
^-^

,

^î=/(^» 5)
—

(ar-s) ^
^,

les formules pour passer des (r) aux [y") étant analogues.

Le déterminant de la substitution linéaire ainsi définie est,

les (x) étant les variables primitives, ; donc i et h

étant des invariants des ordres i et o, on a, en faisant les (:r) iden-

tiques aux
(:;),

,
i

a.. — a,, = —
h{z) v^i»

— &J

formules qui déterminent a\^ et
a'^^

sans ambiguïté.

77. Sur la forme canonique, (x') et {y) désignant deux éléments

correspondants, le rapport anharmonique de ces deux éléments

associés aux éléments doubles, soit {x'y'0\ O!,), est égal à f ,' >

c'est-à-dire à — —^' On a donc en générala, j

ce rapport anharmonique a une valeur constante k qui dépend

de l'invariant absolu géométrique -. •

Dans le cas de l'involution, et seulement dans ce cas, on a i = o,

et par suite A" := — i. L'involution est donc caractérisée par ce

fait que les éléments doubles sont conjugués harmoniques par

rapport à deux éléments correspondants quelconques.
Pour définir une involution, il est nécessaire et suffisant de

connaître deux couples d'éléments correspondants, en particulier
les deux éléments doubles.

Soient trois couples de deux éléments [x) et {x)^ {y) et {y)-,

{z) et (;;); à quelle condition appartiennent-ils à une involution?
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En considérant [x)^ (jk), (^) et {z) comme appartenant à la série X,

leurs correspondants dans Y sont {x), (y), (s) et {z); on doit

donc avoir

{xyzz) = {xyzz).

La réciproque est d'ailleurs vraie, car les formules développées

plus haut montrent qu'en dehors des éléments doubles il n'y a,

dans une homographie, aucun élément ayant même correspondant

dans les deux séries, s'il n'y a pas involution.

Comme application, on voit, par exemple, que si {x) et (x), {y)

et [y) sont deux couples d'éléments correspondants dans une

homographie dont O, et O^ sont les éléments doubles, {x) et {y)

appartenant à une même série, les trois couples [x) et {y)-, (x)

et (y)i 0\ et O'.y appartiennent à une même involution, car on a

{a:xO\0',) = (yyO\0',) = iyyO',0[).

De même, si A est un élément double d'une involution définie

par (x) et (x), (y) et (y), on a

{Axyy)= .

(Axyy)

78. Soit {y) un élément de la série Y, et {z) son correspon-

dant; considérons (z) comme appartenant à Y, et soit (t) son cor-

respondant, et ainsi de suite.

Sur la forme canonique, on obtient tout de suite

^2 «12 ^'2' ^2 V «'12/ .y'2'

de sorte que les équations de (z'), (t'),
. . . sont successivement,

en désignant par (x') les coordonnées courantes,

«12^îr'2 + «2 1^271 ="5 «?2^i72— «M^2ri =^*^»

Introduisant les invariants, on a d'une façon générale, pour les

équations de (z), (i), ... successivement,

/=o, if-j{ocy) = o, {i^—j)f—ij{xy) = o,

(i'î
— 2 ij)f

—j (t2
—

y) {xy)= o,

( tv _ 3 iij -t- fi)f—j (i^
— 2 if) (xy) =0,

la loi de formation étant évidente.
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Quand l'un des coefficients de /dans ces formes est nul, cela

veut dire que la série des éléments (^'), (^), (<), • • • devient

périodique et se compose de 2, 3, 4> 5. ... éléments seulement;

ainsi, pour f=o, la série se compose de deux éléments : il y a

involution.

D'après ce qu'on a dit précédemment, la série (^), (s), ('), • • •

se composera encore de n éléments distincts si . est

égal à une racine primitive de l'équation x" = i .

Ax.
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LES SYSTÈMES QUADRATIQUES.

79. Nous appelons systèmes quadratiques ceux qui résultent

de la considération de formes quadratiques et de variables, celles-ci

pouvant d'ailleurs tenir la place de formes linéaires données.

Soit d'abord une seule forme quadratique dont nous mettons

les racines en évidence

y= «a;2= aQx\ -+- laxXiX^ H- «2^1 = (^cï'i')(a7a<2').

Cette forme qui ne dépend que de trois coefficients a cependant
un invariant d'ordre 2, son hessien; nous poserons, en le divisant

par 2,

D = ac«2 — «? = — 7 («"'«'2')*.
4

Si D = o, f est carré parfait et peut se réduire à a\ ^ x^--.

Si D ^ o, les racines de y* sont distinctes; on peut réduire /à
l'une des formes simples

2 a\ x\x'^ ou «Q x'^ -f- a\ x'^ ,

en prenant pour O', et O., les racines dey, ou bien deux éléments

conjugués harmoniques par rapport à ces racines : cette dernière

réduction peut, par suite, se faire d'une infinité de façons, indé-

pendamment de la valeur des coefficients.

Si l'on considère le système formé par f et des variables (x),

{y)i {^)i (0? • • • "'fï système complet d'invariants est constitué

par les quantités D, ax*, «jS • • • «xjj cixz, • • {^y)} {^^)-i • • '
5

liées entre elles par de nouvelles relations telles que
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En particulier, on a l'identité

qui fournit le moyen le plus général de décomposer f en une

somme de deux carrés, et de résoudre l'équation /== o en ne fai-

sant intervenir que des invariants.

La polaire cijcy
est égale à -[(^ra^'^) {ya^^'>)+ {xa*^^^) (^«^'01 î

si donc rtj-v= o, (a;) et {y) sont conjugués harmoniques par rap-

port à («^'^) et («'^^), ainsi que cela résulte d'ailleurs des formules

générales relatives aux polaires. En d'autres termes, la forme bi-

linéaire cixy définit une involution dont («^'^) et («^-^) sont les

éléments doubles; réciproquement, toute involution peut être

envisagée de cette façon.

80. Considérons deux formes quadratiques

f — ax^= ao^rf -+- -iaxXiXi— a^xl = {xa'-^^)(xa'^^),

g = bx*= bQx\ -}- ibiXiX^-^ b^xl = (xb^^^)(xb^*^).

Leurs invariants proprement dits, tous d'ordre 2, distincts et

formant un système complet, sont

D =
^ iH/,/)=aoa^-a\,

D'= ~
i^{g, g)=b,b,-b\,

H = J*(/, ^) = «062— 2aièi-+- «260;

<!' ailleurs

H = -[(a<»)6(»>)(ai«è(«)-h(a">6«')(a<s'6f«')],

de sorte que si H = o, les racines de / sont conjuguées harmoni-

ques par rapport à celles de g.
DD'

L'invariant absolu géométrique -^ s'interprète facilement de

la façon suivante. Si k représente l'un des rapports anharmo-

niques, («("a^^) ^(1)^(2)) ^^ («(0^(2)^(2)^(0)^ des quatre racines

Ae f Qi g associées deux par deux, on trouve sans peine la relation

/ i
— A-y 4 DP'

On a H = cet A= — i en même temps, comme nous l'avons

déjà vu.
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Si A' = o OU k = OC, on a 4DD'— H^ = o; mais les deux formes

ont alors une racine commune, de sorte que leur résultant peut
s'écrire

R = 4DD'— H2.

81. Envisageons le système formé par/, g et les {x); on aura

les invariants nouveaux f, g et le jacobien de / et ff d'ordre i,

soit

qui avec ceux déjà indiqués forment un système complet.
Ces six invariants sont liés par la relation du n° 48

2J2 =
2D H /
H 2D' g-

f g o

ou

En fonction des racines, on a

4

J est une forme quadratique; son invariant est — comme le

montre un calcul facile, et comme on devait le prévoir. On a

donc aussi

R = 4(ao6i
— aiio)(«i62— «261)— («0^2 — «2<^o)"^-

Les invariants H relatifs à J et J\ ou J et g, sont évidemment

nuls.

De plus, on a

2J(J,/)--n/ + aD^,

i3{i,g)= Wg-i\i'f.

82. J est nul identiquement s\ J e\, g sont identiques à un fac-

teur près.

Si/et^ont une racine commune et une seule, de sorte que R^ o, .

J est un carré parfait, dont la racine carrée est le facteur linéaire

commun à / et à g; on obtient aussi ce facteur en prenant la

polaire J^rj,
et cela, quels que soient les {y).

Dans le cas général, comme i-(J^ f)=i o^ et J-(J, g)=o, on
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voit que J ^ o représente les éléments doubles de l'involution

définie par les deux couples/^ o, g = o.

Un couple quelconque de cette involution est représenté par

une équation telle que À|/+)^2^=05 et réciproquement. En

effet, si les éléments définis par trois formes quadratiques/, g, h

sont les couples d'une même involution dont les éléments doubles

sont définis par / = o, on a

et l'on en déduit immédiatement que le déterminant des coeffi-

cients de f, gj h est nul, c'est-à-dire que ces formes sont liées

par une relation linéaire.

Le faisceau de formes )>)/-!- ^^2 g correspond donc à une invo-

lution
;
l'étude directe de ce faisceau permet de retrouver quelques-

uns des résultats précédents. En effet, l'invariant de t^\f-\-^^2g

est )>^D -f- )>,).8H -i- ).^D', et l'on en conclut l'invariant H; si le

déterminant ainsi formé est nul, "kif -{-"k-ig est un carré parfait

et représente l'un des éléments doubles de l'involution; éliminant

les (/) entre les relations

Àf D -+-XiX2H-i-X|D'=: o,

le résultant

D'p-Ufg^Xyg^

ne doit donc différer de J^ que par un facteur numérique, et en

effet c'est — J-.

83, Si J n'est pas nul identiquement, et si R = o, /et ^^ ayant
une racine commune et une seule peuvent être ramenées à la

forme canonique simultanée

f = a'^ x'ç -f- 2 a\ x\ x\ ,

g = OqJ/j"-!- 10 yX ^X^,

que l'on peut encore simplifier, suivant les circonstances.

Dans le cas général où l'on a R ^ o, prenons pour éléments

fondamentaux nouveaux, O', et O'j, les deux éléments distincts

définis par J = o
;
alors f el g deviendront

g'=b\x'^'-k-b\x'i.
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et l'on aura pour les invariants D, D', H, K, J les valeurs

«'o«'2) ^0^2) «0^2 + «2^0» —(«0*2 — «2^0)-, (a'^ b'.,
—

tt'^ b'^) x'i x'^.

Voici comment on peut exécuter la réduction dey* et
^'

à ces

formes canoniques. On a

les [y) étant des indéterminées. Posons

x'^
=

Ja:y
—
i^j)i/

—
J-,

le déterminant de la substitution ainsi définie pour passer des [x)

aux {x') est
; écrivant alors que D, D', H,/, i?-, J sont des

JyV— R

invariants, on a

«o-t-«2= T^' bQ-\-b^= -^j «0 62— «2*0= 17—7=^^

les deux premières relations de la dernière ligne résultant de ce

que l'on a fait les [x) égaux aux {y)-

On a par suite, sans ambiguïté,

( H «js— 9.D^j,2-j- aj = /— K),

«2 = • -===. (
— II aj2+ 2 D by^+ ttyi v/

— K ) ,

b'a = , (
— lI6y2-4- aD'ayii-t- 6,»/— K),

b',
= '

( II6,.-2D'a,.w- V/^H),
'lJyi\/— R

et l'on peut écrire d'une façon générale, en profitant d'identités
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déjà données, et faisant h = \\f-r- ^-2©
= ^x- '

où Pon a
\/
— R = 2 4/ ^, et où J(Cjj, J^j) désigne le jacobien

des formes h et J, où l'on a remplacé les {x) par les {y).

84. Considérons trois formes quadratiques /= «x-j g = ^x»,

/i = Cj«; les invariants proprement dits de /^ ^, h formant un

système complet sont les invariants déjà connus, et en outre

ao



CHAPITRE YII.

LES FORMES CANONIQUES EN GÉNÉRAL.

LA FORME CUBIQUE, LA FORME BIQUADRATIQUE
ET LA FORME QUINTIQUE.

I. — Les formes canoniques en général.

85. Nous allons indiquer brièvement quelques principes géné-

raux relatifs à la réduction des formes telles que /= QxV à la

forme canonique.

Supposons d'abord p impair, et soit p=z in — i
;
on peut, en

général, écrire /"sous la forme d'une somme de /i puissances yo"^""^^

/=}i(a(')|^)/',

car les inconnues sont en nombre a/i, égal à celui des coefficients

de f et il n'y a pas incompatibilité en général. Considérons l'in-

variant

dP-yf

^xP^-^ dXi

dP-\f

dxP-^

indiqué au n° 51.

On a ici

dP-i f— L. = P„v(aU))7,/am)7.(a(/)|a7),
dxVdxV

P y i ! ^ ^ i ^ ' ^'

et, par suite,

comme le montre un calcul facile.

Les formes (a^'^ | x) sont donc identiques, à des facteurs numé-

riques près, aux facteurs linéaires de l'invariant K, de degré n.
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Connaissant les (af"[j:) à des facteurs près, le problème
s'achève sans difficulté, et Ton voit que si K n'a pas de racines

multiples, la réduction à la forme canonique est possible, et

d'une seule façon-, dans le cas contraire, cette réduction n'est

pas possible.

Rappelons que, à un facteur près, l'équation canonisante K = o

peut s'écrire sous la forme

ap,o
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Considérons l'invariant J"(^',/); un calcul direct donne, en fai-

sant «• = bx"^

—
«6„_i,,(a„+i,„_ia7'j'-h rta„,„a?i'' 1372 + . . .)

-I 6,4-2,2 ( «"4-2, «-2'2?ï -+- na,i+i^,i-ix'i'^ ^1-^ •)

d'antre part,

or, J"[^", (x^'^[^)/']r=o, d'après la définition de^, et J"(^-, gh)= g\
donc J"(;^', /) = "^g'i d'où les équations de condition

et par élimination des (6)

«/>,0
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sances /j'^""**
: c'est

9'

O/j,0 ^p—i,i • • • Oit-^l,n—l an,n

II. — La forme cubique.

87. Étudions le système formé par les {x) et une forme cubique

Le premier invariant après /est le hessien J^{/,/) de/; en le

divisant par 2, nous l'écrirons

H ={aoat— af )ar|-^(aoa3
— aiaî)a7ia:j-— («icra

—
«|).rî ;

H ^ o déGnit les éléments doubles de l'involution déterminée par

la première polaire de /, Ox-y',
chacun de ces éléments admet

l'autre compté deux fois ou une fois, comme premier ou second

système polaire par rapport à /.

On a aussi

H = ^S(ara(»')*(a'*>a<")«;
i8

à cause de l'identité S(xa^'^)(a^2)a(3)^^= o^ la condition H = o

peut s'écrire encore

d'où (a:a^''a(2j^(3)^^
—

w, co désignant une racine cubique

imaginaire de l'unité; H = o définit donc les deux éléments qui

forment avec («"^), («'^^), (a^'^) une proportion équianharmo-

nique.

Un autre invariant est le hessien de H; nous poserons

D = 2J2(H, H) = 4(ao«î— «î)(rti«3— «i )
— («o«3— «i«î)*

= — aj 05-4-6 «o^i^i «3— .iao«î
— 4«î«î~*~3afa|;

c'est le seul invariant proprement dit de/; il ne diffère donc du

discriminant de/, qui est du même degré par rapport aux (a), que
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par un facteur numérique; en fait, on trouve

T> = — (a(2'a(3))2(a(3'a(i))2(a<i'a(2')2.

Enfin le système complet des invariants de /"et des (jc) comprend
encore la forme cubique

J = 2J(/, H) = (a^aj— 3ao«i«2-+- 2«i )^i
-h .i {ao ai as -i- al a^— uao«|)a7'Ja72

-+- 3(
— aoa^a^ — «ja; 4- aaf a3):r,a7|

+ (— «oO^i -+- 3 ai «2 «3— ia\)x\.

Les invariants H, D, J sont respectivement des ordres 2, 6 et 3;

ils sont liés à / par une relation qui résulte du n° 48, si l'on

remarque que l'on a !-(/, H)= o, de sorte que
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Cherchons les valeurs des rapports anharmoniques déterminés

par les éléments (x), (a^"), («'^•) et («'•"). Soit

de sorte que l'un des rapports cherchés est — •

En se servant de l'identité

(a-a(«')(ai2'a'3')-f-(ara(«)(«^''«^*') + (^«'")(«^"«'*')=o.

on a

p,
—

pj=(a;â(»')(a'»'flrt3>;,

p,-+-pj
= (ara(*))(a(J'a(")-4-(a7a'ïJ)(a"' «'-').

p,_2p2 = (ara(3')(«'"«'")-*-(^«"0(«'*'a^'0,

P2— 2p, =(a:a(»')(a(»>a(*')-t-(^«"')(«^"«'").

pf
— piPî^-?i= -

i:(a'a'i')*(«^*'«<'0*;

donc, par un simple calcul de fonctions symétriques que l'on

peut abréger en se servant des propriétés des invariants, il vient

PÎpl(pl-?2)-=/-^(a"-)a3')î==2;D/^

(Pi-+- pî)(pi— 2pî)(p2— ap,) = — 27 J,

?î
—

?i?2+ P1= -9H,

et, par suite, la double équation

(pl-4-p2)-(pl
—

2p2)^(pi
—

-ipi)^ ^ 4(pf
—

plpi+ p|)» ^ 27pfp|(pi
—

p,)2 _

Jî — 4H3 D/2

l'identité du n" 59 donne alors la relation

jî+4H3-h/2D = o.

L'équation du sixième degré que nous venons de former dépend

de l'invariant absolu ^j comme unique paramètre; elle met en

évidence la signification des conditions H = o et J = o.

On remarquera que les formes cubiques

pi?i(Pl
—

?î)

et

(pJ-^-pOCPl— 2pî)(?î— 2?t)

admettent, à des facteurs numériques près, le même hessien

Pi
—

?i?2^~ ?h
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et que chacune d'elles peut être regardée comme l'invariant

cubique de l'autre.

89. La forme y a une racine triple quand H est nul identique-

ment; il en est de même alors de D et J, et l'on peut ramener/" à

la forme canonique

Si H n'est pas nul identiquement, mais si D est nul, /"a une

racine double, non triple; la forme canonique de/" est alors

en choisissant convenablement les nouveaux éléments de réfé-

rence, et les valeurs des invariants H et J sont ici

il est facile, par suite, d'obtenir dans ce cas les racines de f.

Dans le cas général, D n'est pas nul, ety*a trois racines simples ;

les racines de H sont simples aussi, et on peut les faire corres-

pondre aux nouveaux éléments fondamentaux; ceci exige, en

appelant comme toujoursy la transformée de/,

«0 a'2
—

a!^ = 0, a\ «3— a!} = o
;

considérant ces relations comme des équations linéaires en
«',

et
«'2,

leur déterminant a^d.,
—

cî^d^ n'est pas nul, puisque H
n'est pas nul identiquement; on doit donc supposer

a\ = a'j
= o,

et l'on a la forme canonique

J = «Q a^j -r- (Ï3 ar,' ,

ainsi que cela résulte d'ailleurs des considérations générales du

n" 80, puisque l'invariant K de ce numéro n'est autre que H,

poury? ^ 3.

En même temps, les invariants H, D, J prennent les valeurs

Cto^Ct/'x Ou A OC n
J ^0 "i' (-t ^ d-iy G/ Q OC

J
Cl- > OC 2 / *

ce qui rend intuitif tout ce qui a été dit précédemment.
Voici comment on peut opérer cette réduction à la forme cano-
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nique, et en même temps, dans tous les cas, décomposer f en

facteurs linéaires. En introduisant les variables (_^), on a

soit donc

le déterminant de la substitution ainsi définie pour passer des (x)

aux (x') est : écrivons alors que f, H et J sont des inva-

liants, et remplaçons les (x) par les (y)', on a

HA

««a» = —

«0«3(«0— «3)= —
DHî,

et, par suite, sans ambiguïté

90. Décomposons maintenant y en facteurs linéaires; on a

/= „, \ z n {x\ v/jj
' -H «r' /— D — tx'^ v^ Jr'

—
»r' V^— ^ ) ^

les deux radicaux cubiques avant des déterminations arbitraire-

ment choisies, et s désignant successivement chacune des trois

racines cubiques de f uni té.

Remplaçant les {x') par leurs valeurs, il vient
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l'identité

p -\- qz _ p"^ -^ q'^-\- "i-pq ( £/> -r- £-
</ )

p — qz~ pi—q^

j)ermet d'écrire le coefficient de i^xy^ sous la forme

à cause de la formule
J2 + 4H3-+- D/2=o,

on peut prendre les deux radicaux cubiques liés par la relation

v/jy3 -+
a-j.s v/— D \/jy3

—
a, 3 y/_ D = — v'^ Hy^ ;

on trouve aussi sans peine l'identité

et, par suite, on peut écrire finalement

£ ayant été changé en £-, et les deux radicaux cubiques étant liés

par la relation

y
_j,3 + ^,.3v/-D y-V-a,.3v/-D ^ _

^^^^

Celte décomposition, où ne figurent que des invariants, est évi-

demment applicable à tous les cas possibles.

En faisant y, = i
, j)/2

= o, on retrouve les formules bien con-

nues de la résolution de l'équation du troisième degré.

91. Envisageons les formes ^ = >., y/Dy+ X2J qui forment un

faisceau du troisième degré; les invariants H, D, J calculés pour^
se trouvent sans peine sur la forme canonique; on a

3f.= D/d(X,J -X2v/D/)(X2h-X-|).

g est un cube parfait pour ),^ + X^= o, ainsi que cela résulte

d'ailleurs de la relation entre/, H, D, J; à part ce cas, D^ n'est

jamais nul, si D n'est pas nul.
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En particulier, on a

Hj=DH, Dj = D3, Jj=._/Dî,

et l'on voit que y" et J sont en quelque sorte conjuguées.
On ramènerait ^ à la forme canonique, et l'on en trouverait

facilement les racines, en profitant des résultats précédents.

III. — La forme biquadratique.

92. Considérons le système formé par les variables (x) et une

forme biquadratique

/— «j- = rtoxJ-+-4aia:fa:î-f-6aja:fa:|-i- ^03X1x1 + a^xl
= (ara<»')(a:a^>')(xa«')(^«'*0

Les invariants suivants constituent avec y un système complet :

1" Le hessien de /"d'ordre 2; nous écrirons

H = -
Jî(/, /; = (ao«i— ai)x\-^i{aoa3— aiai)x\Xi

-T-(aoai-i- 20,03— 3a|)a:f a:| -i- 2(a, fli
—

a2a3)aria'| -t-(aîa4— a|)x|;

2" L'invariant proprement dit d'ordre 4,

t = -
J*(/, /) = aûai— 4a,a3-T-3a|;

3° Le jacobien de / et de H, d'ordre 3
;
nous ferons

J =ii(f, \l)=z{a\az— 3ao«i«2-f-2af )arj

-<-(«o"i-^-2«o«i«3— c)aç,a\-+- &a\at)x\xi
-^(5ao«i«4— iSa^aia3-^-ioa\a3)x\x\
-4-(
—

ioao«|-t- ioa\a^)x\x\-h. . .,

où l'on achève par symétrie, en remarquant que J est un invariant

gauche ;

4° L'invariant proprement dit d'ordre 6,

y = o J^C/j H) = a^aja; — a\-\- la^aîa^— «o^l— «i»!

! ao ai a*
\

Ui a» rtj

«i «3 a*
I

Ces cinq invariants sont liés par une relation que nous indique-
rons plus bas.

An. — I. -
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93. Avant d'aller plus loin, indiquons la forme canonique de /";

ce sera, d'après le n*' 86,

)v étant déterminé par l'équation

«0 «1 «2 X

ou bien

«2
X

X*— iX — ay = o,

o,

de sorte que l'oa retrouve ainsi les invariants i elj .

Les racines )/, V, )/'' de cette équation sont des invariants

d'ordre 2.

Nous pourrons prendre par suite, pour forme canonique géné-
rale de /,

et l'on aura alors

i' = a[) (7
/^

-+- 3 a 2^ , y"'
=

«'„ «2 a',
—

a'/ ,

H' = «y «2 ir'j'*
+ ( «0 «4

— 3 a'^ ) ar'i^ 372^ -H «2 a'^ x'^ ,

J' = (aj, «4
—

9^2^ )(^o ^'1*
—

«'4^2'' )a7'i ^^2 ;

de plus, pour cette forme, les racines de l'équation canonisante

sont

2 «2, «2— /^O^'i-

94. En faisant usage des formules canoniques qui précèdent,
on vérifie facilement les identités

]Hf, H)= i
if, iHf, H) = o, Jn.H, 11)= i y/- ^

."H,

J«(J, J)- 9/' Hf, J)=g/^-2lP, JH/, J) = 0,

JM/, J)= ^y/-ni, JM/, J) = o, J(H, J)= Ip-'^ifu,

JHH, J) = o, J3(H, J)= - iV- -y", J^H» J) = o-
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En parliculier, on en lire l'idenlité (48),

/ H
ou

j2 ^ _ 4Hî^ ipH — 7/3 = - ^ (2H
+ X7)(-2H + À'/)(2H -f- VJ).

9o. Ceci nous amène à considérer le faisceau de formes

si l'on envisage la forme cubique en (a) obtenue en remplaçant

dans la canonisanle A par -4^ et faisant k =^ — -r^t soit

ç = X?+ A:XiX|^-A/|,

les racines de celte forme sont comme k des invariants absolus

géométriques. On trouve alors, en appelant r, et ^ le hessien et

l'invariant cubique de cette forme
cp,

et posant

I do I df
3 àXi'

les relations

3 '7^
T, , y^=^fi, H. = /î=,H-4-ç,/, J^ = /^?J,

et l'on a aussi la relation

^-^771 j'r-('^-'^7j'),

qui est celle qui existe entre les invariants de la forme cubique t2.

Le hessien de H, en particulier, est 3//'
—

y H à un facteur près;

pour une forme /"de degré n, le hessien H, du hessien H de cette

Ibrme est évidemment un invariant de la quatrième polaire de /
et des (a:), lorsque, profitant des propriétés des fonctions homo-

gènes, on n'y laisse subsister que les dérivées du quatrième ordre
;

alors on vérifie sans peine que Ton a, à un facteur près, pour H,.

l'expression nécessaire (î/î
—

5)//*
—

y H, i et y étant les inva-
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riants proprement dits de la quatrième polaire de f considérée

comme forme biquadratique par rapport aux (j^).

96. En fonction des racines, on a

et aussi

De plus on voit sur la forme canonique que J est décompo-
sable en trois facteurs quadratiques qui représentent les éléments

doubles des trois involutions définies par les racines dey associées

de toutes les façons possibles par couples de deux; en outre, cba-

cun de ces facteurs quadratiques représente aussi les éléments

doubles de l'involution définie j)ar les racines des deux autres.

Ces trois facteurs quadratiques sont d'ailleurs des racines carrées

deaH^V/, 2H -+- ^''/et 2H + ).'y.

Posons maintenant

p" =(a(" «(*))( «^'*' «'-')+ ( «'*'«'^0 («*•'' «'*0.

p"'
= (aH)a(2))(a(4)a(3))_+-(aii'a(3))(a(+)a(2));

l'équation qui admet ces trois quantités pour racines est

p3
— 36 1 p -!- 43ay = o,

que l'on déduit de la canonisante en faisant p
:= — 6X. On a donc :

97. Cherchons l'équation qui donne les rapports anharmo-

niques des quatre racines de/* associées d'une façon quelconque.
Si l'on fait

pi
= (an)a'3))(-a!2'a(4'), p.

=
(a(»)atiJ)(a(2)a(3)),

de sorte que
^ est l'un des rapports cherchés, on a d'abord

Pi _ p'— p'".

P2 P
-

P
^n s

DEPARTMENT OF MATHEMATICf
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on a aussi, comme au n° 88,

p ,

— s, = ( a*»'aW ) ( af»> a'*' ),

p,-f-pî=p, pi 10i= ^ , Pî 1Zx= '^ ,

PÎ
— ?lpî-^pi=— 3 [(?l-t-pî)(?l

— 2?2)^(?l^Pî)(?i— ^Pl)

= _i Sp'p'"=I2I,

(Pl-+- ?2)(pI—2pî)(P2—2pi)= ?>'?"= —4327-

L'équation cherchée est donc

(Pi-i-Pi)-(?i-2?2)npî
—

api)^ = 4(pf-PiPî-^Pi)' .

une identité connue donne aussi par suite

PîPl(Pi-P2)*=n(at"a(*')«=256(t'-27yî),

de sorte que le discriminant de/est, à un facteur près, l'invariant

t'— 27/-; c'est aussi le discriminant de la canonisante.

Sur la forme canonique, la valeur de cet invariant est

«o«4(«o«* — 9«'î-)*•

^=o ety =:o sont respectivement les conditions pour que les

qualre racines de y forment une proportion équianharmonique ou

harmonique. Le rapport anharmonique des qualre racines dey
dépend de l'invariant absolu géométrique k.

98. La forme canonique que nous avons employée est réalisable

de trois façons différentes quand i^— ^jy'^ n'est pas nul, puisque
alors l'équation canonisante a, commey, ses racines distinctes. En

même temps, toutes les formes du faisceau Xxjf+XiiVL sont

réduites à la forme canonique.
Voici les divers cas particuliers possibles :

1° Si y a une racine quadruple, H est nul identiquement, et

réciproquement; tous les autres invariants sont aussi nuls. La

forme canonique dey est «ô^,*-
2° Si y a une racine triple, on peut lui donner la forme cano-

nique
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alors on a

ï = y = o. H' = — o!^ x'^ ,
J

' = 2 a'^ x'^ ;

réciproquement, ce cas est caractérisé parles conditions i=j^:= o.

3° Si y a deux racines doubles distinctes, c'est-à-dire est un

carré parfait, on peut écrire par exemple

alors

i' = 3 a'^ , f — — a'^ ,
W = — 3 a'^ x'^ x'^ ,

J = o
;

et, par suite,

i^ — ïyj'^
= o, 3//— 2fH=o, i^y

—
[gyji_-Q.

réciproquement, i et j n'étant pas nuls, ce cas est caractérisé

par l'évanouissement identique de J, ou de Sjf— 2 /H, ou de

i'-/
—

iSy'H; la condition la plus simple à employer est

3j'/—'iiH==o.

4" Si y a une racine double unique, on a simplement

i^— 7.yj^
= o ;

on peut employer la forme canonique ordinaire, possible d'une

seule façon, avec
a'^^
= o.

On retrouvera les résultats précédents en appliquant ce que
nous avons dit sur les racines multiples d'une forme en général.

99. Voici comment on peut, dans le cas général, exécuter la

réduction à la forme canonique qui correspond à une racine V de

l'équation canonisante. Pour cette forme canoniqvie, )/ devient

— 2 a.,, et l'on a

2H'— ^ci'if = 2(aQ a\ — ç)a'^)x\^ x'^;

donc la forme aH + Vy est, ainsi que nous l'avons déjà fait

remarquer, un carré parfait; et d'ailleurs cette forme et les deux

analogues sont les seules formes du faisceau ^.lyy+Xji'H qui

jouissent de cette propriété. Nous écrirons

jd\ et
x'.^

sont les facteurs linéaires de h' , Introduisons alors les
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variables (y), et considérons la polaire h'^.^., que l'on trouve

éffale à ~^: calculons aussi l'invariant de h' : sur la forme cano-

nique, sa valeur est

et par suite, en général,

-Çk'-y){\'-r').

Posons donc

< = Sxy^^{3!y)y- iC^'— ^^'')(^'- >^"')^>^

le déterminant de la substitution ainsi définie pour passer des (x)

aux (x') est

'^>^- icx'-x'xx'-À")^;»

}/ est un invariant d'ordre 2 qui devient — 2 «2 pour la forme

canonique ;
donc d'abord

,
r

se servant ensuite des autres invariants comme nous avons déjà

fait souvent, on a sans ambiguïté

rr,\ 2ff'^\\

'* 2 (X'-x')(X'-x'") ^_i^v_x')(X'-X'")^;.

Si l'on ne veut employer que )/, on remarquera que

(X'— X')(X'— X'")=: 3X'2— t.

100. Enfin, décomposons directement f en facteurs linéaires.

On a

2H^-X7=^'= A'2, -xH -^ Vf = ff'
= h'% 2H-i-XV=^"= A"*
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d'où

(X"-X"')/ = (/i"+A"')(/t"
—

A'"),

(X"'-V)/=(A"'-A')(A"'_A'),

(X'— X")/= {\h'-+- h"){h'
—

h"),

et l'on a ainsi d'abord, de trois façons différentes, la décomposi-
tion dey en facteurs quadratiques.

h'— h" eth'— h'", par exemple, ontun facteur linéaire commun
;

sans quoi h' -{- h" el h'— A'" auraient les mêmes facteurs, ainsi que
h' — h" et h' -j- h'", hypothèses absurdes; le facteur linéaire com-

mun à h'— h" et h'— h'" est la racine carrée de leur jacobien et

est un facteur linéaire dey. On a d'ailleurs

J
(
A'— A", h'— A'"

)
= J ( A", A'"

) -i- J ( A'", A'
) M- J

( A' ,
A" ) ;

de plus, d'après ce qui a été dit, J{h", h'") doit être propor-
tionnel à h' et, en fait, sur la forme canonique, on trouve

j(A", A"')= -^(X"-X"');

les carrés des facteurs linéaires dey sont donc

±(X"— X"')A'±(X"'— X')A"±(X'— X")A"',

et ces facteurs eux-mêmes peuvent s'écrire, d'après ce qui a été dit

plus haut,

les radicaux ajant des signes arbitraires.

Si l'on fait

., X"-X"' ,A = —7==- ff.ry',

on a exactement

/=-- -::^ ^ (A'^-A"+ A"')(-A'-^A"+ A"')(A'-A''-[-A"')(A'-+-A"-A"

Cette formule de résolution de l'équation du quatrième degré

devient illusoire quand y a des racines multiples.

On peut la modifier de façon à lui enlever cet inconvénient et,

en même temps, à la simplifier.

En remplaçant, en effet, )/, A", )/" par leurs valeurs tirées des
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équations telles que

dans l'expression des lacteurs linéaires de/", celle-ci peut s'écrire,

à un facteur près,
ff m

«xr'SC^^— ^;^)v/^— ïCa^rr'Hj..— aj..H^^.3) V ^^^^^1^,

ou encore, en divisant par

et remplaçant 2(aj-j->Hj^
—

a^H^j*) par (a:^)J_^-«,

aj-j-j -\ —: — -p=:
=

Mais l'on a

si donc on choisit les radicaux de façon que

V^
— 2 ayant une détermination fixée arbitrairement, il vient fina-

lement pour l'expression cherchée

et l'on a exactement

/= ^ n r«xr'+^ (v/ij:-^ /^+ v/^)l .

j* L V
—

^- J

Pour le calcul numérique, on pourra faire y, = 1,^2=0. On
obtiendrait aussi facilement des formules analogues pour les

formes du faisceau \jf+ Ao^H.

rv. — La forme quintique.

101 . Ce n'est que d'une façon sommaire que nous allons étudier

la forme quintique

f = «x'= «o^f -!- 5 ai x[ a"j -t- loaiarf a:|-f- \oazx\x\
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Nous ne formerons explicitement les invariants de celle forme

qu'en nous servant de la forme canonique générale

où
.r, , X.,, x'^ sont, d'après le n° 85, à des facteurs numériques

près, les facteurs linéaires de l'invariant

ou

aç)Xi
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102. Nous avons

f = %i x'^ -f- OL^x'^ -r- as a:'/

On en déduit sans peine

'7î=
- J*(/7/) = -aja3ar'jar3;

^3= — i^{fi gî) = ^i oiîX^Zx'i^ = 3a| 22233:', x'^x'^ (c'est l'invariant

canonisant);

/i= li{f,qt)^-Lz\{%i—OL^)x\^—
«1 <ii^i{x'^

—
x'^){a^^

—
x\){x\— x\ )'Lx\x'^ ;

'«3= -iiif, h,) = Saf (aja^'j*— i^x'^-)x';'

-+- a, a, 23 x'^ x'^ x'^ ( a:',
— x\){ x\— x\ ){x\-- x\ ) ;

'*= — 2j-(<72, 7î) = (^2,23)2—42,222312,;

^»= — J-(/, '3)=*aiï2a3-aia?'i*;

hi= — }(/, t^) = Zi7.i7.3l.XiX\^(x'^
—

X'3);

fô= — J*(/» <?*) = aiaî»3-ï2a3ar'i;

'5= J'(/, ^i) = aïOLiOLil.aiOisx'^x^ix'^
—

x's):

^"5 = J (/, ^i) = aj 2, 23 Sa2 ajar'j» ar'j' (a?;
—

x'^) ;

^6=-JH^î, ?3) = a|2l2|Xa-',2;

^6= — J(/, ^5)
= 2,2223X21(22— 23 )a-',*;

^7 = — J*(/. <§'6)
= 2,2223X2,(2,— a3)(— 22 23-1- 232,-4- 2,a2)y,;

/-= J(/' ^6) = aîa|2|Sa,ar',*(a:',
—

ar'i);

t8= - J*(a, ^i) = 2Îalai2aî23;

Çi= —3 (h, /s) = afa|aiS2,(2j— 23)3;',*;

?9^ — J(f3, grj)^: aja|a|(a7'j
—

a73)(a:'3
—

37', )(a:',
—

ar'j);

^l = — J*(<3, ^g) = 2? 2|2| 22,(2,— 23)3-',;

^13= —
^ [J(^5, qs)

— hlô] = 2} a* 2* Sa, a?;;

'18= — J(/î, /js) = afalaKa,— !23)(23— a,)(2,— 2,).

On a ainsi le système complet de la forme quinlique et des (x) :

il est composé de vingt-trois formes, liées par des relations qu'il

serait facile de développer.
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103. Les invariants précédents peuvent être retrouvés de bien

des façons : nous ne signalerons que quelques applications. Pour

former le discriminant de y",
il faut éliminer les

(^x') entre les

équations

et

d'où le résultant
1

ou sous forme rationnelle

f'I
— 128 4-

On pourra de même exprimer, à l'aide des invariants fonda-

mentaux, les invariants qui, égalés à zéro, expriment que la

forme y a des racines multiples, de toutes les façons possibles.

On peut considérer a,, ao, aj comme les racines de l'équation

a^-^
j

a^-h — a_tj2 = o;

4*12 ^Ï2

et par suite, on a facilement

i6 if 8
= — 432 i\ 2

— -2 4 îg i\ 2 + 8 «I «12 -H h ( h iii— i'I Y

telle est la relation qui existe entre les invariants proprement dits

de/
Le résultant de / et de l^ est i\»{i'l

—
S/g); donc on pourra

résoudre l'équation f= o algébriquement dès que l'un des fac-

teurs de ce résultant sera nul.

Remarquons enfin que le procédé qui nous a servi pour étudier

la forme quintique pourrait servir, convenablement généralisé,
dans beaucoup d'autres cas.
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LA FORME LLXÉO-QLADRATIQUE
ET LA FORME DOUBLEMENT QUADRATIQUE.

I. — La forme linéo-quadratique.

104. Dans ce Chapitre, nous allons étudier les deux formes les

plus simples, après la forme bilinéaire, parmi celles qui con-

tiennent deux séries de variables (x) et (y) : la forme double-

ment quadratique offre un intérêt tout particulier, comme nous

le verrons parla suite.

Soit d'abord une forme linéo-quadratique

on peut envisager cette forme comme établissant une correspon-
dance entre les éléments (x) et (y) de deux séries X et Y, telles

qu'à chaque élément (x) corresponde un seul élément {y)^ et à

chaque élément {y) correspondent deux éléments (x), et l'on

voit tout de suite que les divers couples d'éléments (x) qui cor-

respondent aux divers éléments (y) sont les couples d'une invo-

lution.

Si les séries X et Y constituent des espaces distincts, les

invariants multiples de y" sont seuls intéressants; ce sont : i" la

forme y* elle-même; 2" le résultant R. des deux formes quadra-

tiques «0^, ~*~ ^^« ^« -^2+ 02X', et bQx'-^-+- ibi XiX2-\- boxi ;
3" le

jacobien de ces deux formes, dont la signification géométrique est

immédiate; 4" le discriminant de la forme /, considérée comme
ne dépendant que des (x), et dont la signification est évidente

aussi.

Au surplus, si le résultant R n'est pas nul, on peut ramener/à
la forme canonique simple
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el l'on en peut déduire une relation simple entre rapports anhar-

moniques faciles à définir.

lOo. Supposons mainlenanl les séries X et Y coïncidantes, et

rapportées aux mêmes coordonnées. Les invariants précédem-
ment définis subsistent; ce sont avec/:

K = 4(<^0«2 <^i )(^0^2 6f ) («0^2-1- «2^0 2^1 6, )2,

D =(«0^2— a\) x\ -h {a^b -î -\- a^b i)

— 2«i 6i)a?ia7o + (^o^2
— b\)x\,

ce dernier étant exprimé à l'aide des {x).

L'invariant simultané de J et D donne encore

H =(«0^1— aibo)(bob2— bl)-\-{aib2
— «2^1) («0^2— «î )

(«0^9— aobo)(a(,bo-\-a9bo — "laibi).

Si dans / on fait les (j') égaux aux (x), on a

fi= aox\-{-('i.ai-}- bQ)x\Xi-\-{az+ 2bi)xixl-h biXl,

et, par suite, un nouvel invariant

^^l ixy)
=(^o-ai)xi-\-{bi—a,)x,;

le résultant de y, et g sera

K = ao(a.2—biy-h{'i.ai-i- bo){bo~ai)(a9— biY

-h{a2-i-2bi){bo— a,)2(a2— 6,) -4-62(60— «i)S

et le jacobien de J et ^ sera

h = \i(aobi
—

aibo){bi — a-i)
— {aob^— a2bo)(bo— ai}\xi

-1- [(«0^2
—

a.,bo){bi
—

a.2)
— 'liaibî— a2bi){bo— ai)]Xi.

Les invariants indépendants R, H, K, ^, h forment un système
fondamental simple pour le système formé de /"et des (x).

Si l'on prend la forme canonique

f=(a'oX\^--i-a'2x'2^)y[->r-{bQx\^-i-b[2x'2-)y2,

possible si R ^ o, on aura

R' ^ — ( a'y b2
— «2 6; y-, W = — -

(a'/ bf— a'2^ b'^-),

^ K' = «Q a'^ -h b'^ b'2-r- 1 a'^ b'^f ,

g —
b\x\ — «2 372, 11!

—
--(«0 b'2

— a'
2 b\){^b\x\ -\- a'ja^'j).
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Ces formes simples permettent plusieurs remarques géomé-

triques sur lesquelles il est inutile d'insister.

II. — La forme doublement quadratique.

106. Soit la forme

/= («o^i-^- -iaiXiXi-^ aixl)y\-^ 'i{box\-\- ibiXiXi->r biX\)yiyi

-»-(coa:f -4- -iCiXxX,^ (^î^\)y\ '>

égalée à zéro, elle définit une correspondance entre les élé-

ments (j;) et (y) de deux séries X et \
,

telle qu'à chaque
élément de l'une des deux séries correspondent deux éléments

de l'autre. Nous supposerons d'abord distincts les espaces X
et Y, de sorte que les invariants multiples de f soient seuls à

considérer.

Regardons successivement y comme ne dépendant que des {y)

ou des (^); nous obtenons d'abord comme invariants les deux

discriminants

di = {afix\->r 'i.aiXiXî+ aiX\){coXi-\- 2 Cj a*i jtj 4- c,a:|)
—

(èo^rf-H- 261X1^:2-1- biX\Y,

dt = {aç,y\-^ ibofiyi^ Coy\){aty\^ -ib^yiVi-h Ciyl'i— («1^1 + 26,71^2 -H CiJkI )-,

qui sont deux formes biquadratiques par rapport aux (a:) et

aux {y)\ si <io= o, l'équationy^ o, où les (a;) sont inconnues,

a une racine double définie par

(aoar,-T- a,a:2)7Î -H 2(60^1-+- 61^2)71 J'2-+-(<^o-2^i -^ Cia;,)>'| = o,

(«iXi-t- «2J"î)7f-f-2(6,x, -i- 62X2)71^2 -+-( Cl 2'i
— CiXz)y\ = o,

de sorte qu'en éliminant les {y)-, on a le nouvel invariant^,, qui

égalé à zéro définit les (x) doubles correspondant aux racines

de ch :

^1= [{aoCi)x\-i-(,aoCi)x^Xi^{aiCi)x\Y—
4[(aoZ>i)a?|-|-(ao*»)a:ia:s-j-(ai6j)a-|][(6oC,)xj-+-(6oCî)xiX2-f-(6,C2)a:|J,

où (f/oCi) par exemple désigne le déterminant aoC, — «iCq; des
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considérations toutes semblables conduisent à l'invariant analogue

—
4 [(«0 ^i)jKi + («0 ^1)7,^2 -+- {boCi)yl] [(a, 62)^1 -h (ai Cî)yiyo_ + (61 C2)jKi].

Imaginons que dt et di soient réduites à la forme canonique,
ce qui exige, comme on le voit tout de suite, en restant dans le

cas le plus général, et désignant toujours les éléments transformés

par des lettres accentuées

a\ = c\ = ô'o
=

b'.y = o;

on a alors

f=ia'o ^? + «2 ^'2- )7? + 4 ^'1 -^'i ^'2 J»' 1y2 + ( c ^'1- + c; x',^ )/.;- ,

û?
J
=

rt'o C'o X'î* + ( «Q C\ -I- a'2 C'o
—

4 ^1* ) ^'l' ^2" -i- «^i^'o ^'2 ^'i 1

j; = a'o «aj'i* -4- ( a'o c'^ + a', cj,
—

4 i^^ï )jK?jf + c'^ c'iY't-,

g\ = 4 « C'o è'i^ 37^ + [ (
a C

2
— <X

2 Cé )2
—

4 ^»'i2 ( ^'^ C'2
+ a

2
f

'0 ) ] .2:'j2 x}
-\- \a\ c'2 b'^ x'.^,

g\_
= 4 a'o a'2 b'^y';* -+• [( a'„ Cj

—
a'j c'^ )-2

—
4 ô',^ (a'^ c'2 -t- a'2 c'^ )'\y\^y'i

-^4c'oc'2y2*-

On voit que g\ et
^^,

sont aussi réduites à la forme canonique.
Considérons le hessien h^ de d^ ;

il appartient à un même faisceau

avec <f, et ^, ;
sur la forme canonique, on a

^''1
=

r ( '^0 *=':!
^ ^'2 ^0 + 2 b'^- )d\— - g\ ,

b 4

et l'on obtient ainsi l'invariant proprement dit

i'.2
= a^ C2 + a'2 Cq -f- 2 b'^ ,

qui, en général, serait

i2 = aoC2-l- a2Co-f- afrj
— aaiCj— ib^b^.

Cet invariant est obtenu plus rapidement comme invariant! : on a

^
32 \dxi ùx-i dxi dx2/ \dyi ày^ dy^ dy<j,)

les puissances et produit indiqués étant symboliques, et/' étant

identique k f.

Un autre invariant proprement dit est évidemment

h =
ao a, a2

^0 bi 62

Co C, C2
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OU, sui' la forme canonique,

«3
=

è'i (a^c;
—

a'^Co).

Enfin considérons / et g2 comme des formes en (y), et for-

mons y'{f-i ^2); on rejjroduit d^ à^ près, en désignant par i^

un invariant proprement dit dont l'expression canonique est

I4
=

( a'o c',
—

a'2 c„ )-
— 8 b\- ( a'g c* — « ', c'^ ),

et que des formules données plus bas permettent de calculer

diflTéremment.

107. Nous avons ainsi un système fondamental de sept inva-

riants indépendants, en laissant la forme/" de côté.

En fonction de ces invariants s'exprimeront facilement tous les

autres. Nous remarquerons, à cet effet, que l'on a

a'o Co - "
., '•',

—
f'j
— 2 b\-,

«Q C j -r- rt
j C

et, par suite.

«,C„^:^

iGb'{'
— 8 «2 6

1'
—

i\ b'{-
—

i'ç
-- o.

On est ainsi amené à considérer une équation canonisante

16).''— Siil'*— iil-— il
= o,

dont les racines sont des invariants du second ordre et déter-

minent immédiatement les coefficients de la forme canonique,

lorsque les nouvelles variables sont connues.

Calculons les invariants i et j des deux formes biquadratiques

di et f/o
;
il est évident qu'ils sont les mêmes pour ces deux, formes

et, d'après les formes canoniques, on trouvç sans peine

I2Î = 4^1
—

3i\, 2i6y = S il
-^ 54 i'I

—
Qiiii-

De même, les invariants correspondants des deux formes biqua-

dratiques o'i et g2 sont i et y, déterminés par

1 2 1 =
t'I
— 24 i-i * j j

2 1 Gy = — 2 1 6 1 1 -r- 36 ij i| 4— t ? .

La canonisante de d^ et t/o est

1]
— ili — 2.J

= o,

Ax. - I. 8
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et l'on a

o

la canonisante de g, et g2 est

X:]
— tXo — 2/ = o,

et l'on a

ï\ il
^2 — TT

—
~^l;

*

b 2A2

Les rapports anharmoniques des racines de df et d2 sont donc
^'2 ) "2

égaux entre eux et de la forme y7^ ^/^â'
en appelant )/-, X"-, \"'-

les trois racines de l'équation canonisante en )v-; et les rap-

ports anharmoniques correspondants des racines de g^ et g.,

X"'2(X'2_X"2)
sont

X"2(V2— X"'2)

108. Envisageons maintenant le cas où les séries X et Y sont

coïncidantes et rapportées aux mêmes coordonnées. Les invariants

précédemment définis sul)sistent, mais la forme canonique em-

ployée ne peut être considérée comme générale.

Si, dansjT, on fait les (y) égaux aux (x), on a

f^
—

aox'{ -4- 2(ai -f- 6o)'2?i^2

-+- («2-^ 4^1-^ Co)a7f a^l -f- 2(62-1- Ci)^i^2 -f- C2.r|

et, par suite,

— «2 — 4 ^1~ 5 Co , , ,

H
g ^172 — (Ci— t'2)a:'272-

Cette forme bilinéaire conduit aux nouveaux invariants

yi = «2— 261-i-Co. 7*2= 4(^0— «i)(ci
—

62)
— («2— c«)"^;

6J''(/r2,y^) donne enfin l'invariant proprement dit

y3=:^ 6ao(C|— biY— 6(«i-f- èo)('Cû
— a2)(ci— b^)

-j- (aj -H 4^1 -<- Co)[(co— 02)2-1- 2(60— «i')(C(— 62)]

—
6(62-1- Cl )(co— a2)( 60— ai) -t- 602(60— «1)2.
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Les invariants proprement dits 4, «3, i\^ j i-, J21 j\ forment un

système fondamental. C'est ainsi que les invariants I et J de la

forme biquadratique/, sont donnés par

i2l = i2«2— Sy'î— ij\, 2161 = 2i6«3— 973-+- SGiay'i
— iSyVs— loy?.

Si à la forme /on adjoint les variables {x), puis {y), on aura

encore facilement des systèmes fondamentaux d'invariants.

109. Considérons le cas» particulièrement intéressant où la

forme /est symétrique par rapport aux {x) et aux (y). On a alors

60— «1 = 0, Co— «2=0, Cl
— 62 = 0.

Les invariants k, j'j^ j\ sont nuls identiquement, et de plus

réciproquement, si l'on a cette identité, ou bien si k est nul iden-

tiquement, la forme /est symétrique.

La forme canonique des n"^ 106 et 107 subsiste dans ce cas,

avec
c'y
= «'.,. On obtient alors la relation

4 ^? -^ "^./i 6? -^
("^ ^"2

)
*

1
^

«'3
= o,

et l'on en déduit d'abord

de plus on doit alors prendre comme équation canonisante

4X34-271X2— f:^ — i, . X-f-i3 = o;
\ -^ J

on vérifiera enfin que dans ce cas, si a', X"
^
V" sont les racines de

cette canonisante, de sorte que (rt^'^), («"'^)j (^^^'O' (^^^') étant

les racines de c^i, par exemple, on ait

P2 A A -

et si de plus (6^*^), (b^-^), (è^'^), (b'*^) sont les racines correspon-
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dantes de g.21 on a

(T2 A — Â

Ce dernier rapport anharmonique n'a donc aussi que six valeurs,

comme le premier, et non vingt-quatre, comme il arrive dans le

cas général où / n'est pas symétrique. Au surplus, il n'est pas

difficile, de même que dans les cas analogues, d'exprimer ce second

rapport en fonction rationnelle du premier et des invariants de/.
En effet, si l'on permute les racines )/, )/', V" d'une façon quel-

conque, les variables (p) et (t) sont échangées par les mêmes

transformations linéaires. En ne considérant que les (p), les

fonctions

pf
—

piP2-^-pl, (Pi+P2)(pi— 2p2)(p2— api), PiPaCpi— pî)

restent invariables au signe près; il en est de même de leurs

polaires par rapport aux (t) et de (po-), de sorte que la fonction

(Pi
—

PiPa-^- Pl)['^iP2(?-Pi— Ps)-^ <y2Pi(^Pi— ?P2)]

(?1-+-P2)(pl— '-ip2J(p2~2pi)(pa)

par exemple, est complètement invariable et, par suite, s'exprime
rationnellement en fonction des coefficients de /.

110. La forme f étant symétrique, soit (x) un élément : il lui

correspond deux éléments (y) en vertu de y"=:o; l'un d'eux

étant (x^*^), il lui correspond de même deux éléments (y) dont

l'un est (x) et l'autre (^'2^); de même, à (x^-^) correspondent, en

vertu dey=o, (x^*^) et (.r'^^) ^
et ainsi de suite. Ceci posé, cher-

chons les relations entre (x) et (x^-^), (x) et (a;'^^), et ainsi de

suite.

Ces relations sont doublement quadratiques et symétriques

comme/, carà(^) correspondent deux éléments (x^"^), età(^f"^),

pris comme point de départ, correspondent deux éléments, dont

l'un est {x) lui-même.

En appelant fn le premier membre de la relation qui lie (x)

et (.r'"^) et se servant des formes canoniques, on a d'abord

il était d'ailleurs facile de prévoir que pour (xx^-^) = o on devait
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retrouver £",. Il serait de même aisé de déterminer à l'avance la

forme à laquelle doit se réduire /"« quand on y fait \es(x^"^) égaux
aux (.r); il suffirait de partir, pour (x), d'une des racines de y,

ou de <f
4

.

Appelons ^ la forme D^ c?, ,
de sorte que, pour les formules

canoniques, on a

1 , , ,^ «ô 4 -+- «
s'
—

4 *? ,,\ ,,g = [a^a^x^-^ -^ ^ -^ijy^

-^
3

( «0 ^2
-^

«2-
—

4 6? )x\ x'iy\y-t

-^
(

-^
ë"

^
i -^«2^2 ar'jî W;ï ,

et que l'on peut écrire, en remplaçant les (^c^^*^) par les (y),

/,=(_ ,o.,-3_6i,.yi -3/î)/- 12
(^2- -^^^--f- ('2- y) (^"^-^ ^yî)(^^)'-

Le discriminant de la forme y^, en général y», considérée

comme forme quadratique par rapport aux (^), coïncide manifes-

tement avec <i, ; donc, comme on peut écrire évidemment

les (x'"^) étant, bien entendu, remplacés par les (y), en expri-
mant la condition qui précède, on trouve sans peine, à l'aide des

formes canoniques, la relation

de sorte qu'il vient, en faisant

et changeant les notations,

pour la forme canonique, on a d'ailleurs

-+-(a'o c'2
—

a;* -f- 4 a 2 6;
— 4 6? )ar'i a?;^',^;

-i- [a j ( a j
— 2

ft'i ) ^'1* -^ a'i c'^ x'^ ]^j' .
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Pour /i = 2, on a, d'après ce qui précède,

2 4

Ceci posé, il est évident que si l'on élimine les (z) entre les

équations y*„(^, z) = o, f(y, z)^^o, le résultant sera le produit
de /,i_t pary„^,. Nous pouvons, d'après cela, trouver une loi de

récurrence pour déterminer les w„.

Pour faire le calcul simplement, faisons les (y) égaux aux (x);
il faut éliminer (^) entre /(x, :;)

= o et /i(.r, ^)
—

W/ip(^, ^)2= o,

en faisant p = -f H—^-^
—

"^j et exprimer que le résultant est, à
'

4 '^ '"

un facteur près, le produit (/", -f- to,i_\ di ){f{ + w„^, c/, ). Or, en

se servant des formes canoniques, le résultant s'écrit comme forme

quadratique de/, et o?,

/! w?jp2— /i(fiùyiC0„p + t3+ ^lll — ll\ -,- df Uw„p-T-t2— iyf
j
= 0;

on a donc, par exemple,

w,iw«-t-iw„_i
— 16 —

{--f-fï
Pour n = 2, cette formule est inapplicable, car on doit prendre

o)< = o : elle détermine simplement coo
;
mais on a aussi

donc

103= —

yiw«

hll — Il
2 4

l6i3

Quand w^ est nul, y„ coïncide avec / et .27'"+" avec (:r), toujours.

Ceci arrive pour n= 2, si z;^
— 77?^^^» pour /i = 3, si f3=:o; . . . .

Si n = 3, l'équation canonisante a une racine V qui est nulle;

alors on a — r=z /—
j

, et le rapport anharmonique correspondant

des racines de gi est i : ces racines sont confondues deux à deux.
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111. Eq général, les équalionsy* := o et y"„
= o ont quatre sys-

tèmes de solutions communes, qu'il est facile de définir a priori,

en partant, comme nous l'avons déjà dit, pour (x) d'une racine

de f% ou de d^ .

Supposons d'abord en effet que (x) vérifie </, = o; à cette

valeur de (j;) correspondent des valeurs uniques pour (a:'''),

(j;<2n. . . .
^ (>««'), ...

;
soient (a^« ), («'"). («'-'}'

• • •
, («^"0^ • - •

ces valeurs successives. Soit n impair, égal à in!— i, et choisis-

sons, comme valeurs de (a:) et(x<*'), (a^"' ) el (a'"'~' ;
; on retrouve

alors pour (x
"

)
la valeur (a'"'~"), et par suite (a'"' ) et fa'^"'"")

sont un sjstème de solutions communes poury= o ety«= o. De

plus, (a^"') est racine de l'équation à laquelle se réduit fn^K = o?

si les (^) deviennent égaux aux (x). Si (o„a.| =: o, il faut donc

que («<"') soit racine de /",
^^ o; si (0,,=:^ o, on voit, en parlant de

(a<"^) pour (x), que l'on doit retrouver (a^"') pour (a;^"+*^), et par
suite (a^"'') est racine de d^ = o-

Supposons maintenant que (x) vérifie y",
= o; à cette valeur

(6<"^) de (x), correspond une seule valeur de (^^' )
différente

de (6<"^), soit (6<'^); on en déduit successivement ensuite {b^^').

(6''^), .... Soit n pair, égal à 2/i', et choisissons pour (x) et (x''*')

les valeurs (6'"') et (è^«'~'^); on retrouve alors pour (x*"') la

valeur (6'"'~"), et par suite {b^"'^) et (6<"'~*5) sont un système de

solutions communes poury=o ei f„=^o. De plus, (b'-"') est

racine de l'équation à laquelle se réduit /a+i = o pour (xy)= o.

Si Wrtj., = o, il faut donc que (6'"'^) soit racine de/, = o; si

w«=o, on voit, en partant de (6'*") pour (x), que l'on doit re-

trouver (6'" ) pour (x^''+"),et par suite (6'"') est racine de c?, = o.

Ces résultats concordent avec les précédents.

112. Revenons au cas d'une forme non symétrique, ou bien

encore au cas où les espaces X et Y sont supposés différents.

Appelons (x) et (x^*^) les deux valeurs de (x) qui correspon-
dent à une même valeur de (y) ; ces deux valeurs sont liées par
une relation doublement quadratique symétrique, facile à cal-

culer; avec les formules canoniques, on obtient

[i6a;< 6;* a?;» -^(a'o c;
— a; O'ar's* ](a:V»')'

-+- 2 [( a'o c',
— a j Co )=

- 8 6',- ( a'^ c',
— a, c'^ )] x\ x\ x'i

» '

x'^
- '

-+- [(aj, c'i
—

a'j c'qYx'^ -^ i6a* Cj b'^ ^'/K^'î ")' = <>•
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On peut alors résoudre un problème analogue à celui du n° 110.

Si nous désignons J,, I2, I3 les invariants de cette nouvelle

forme, on aura, en fonction des invariants de la forme primitive,

Jl —r
i,^ , Ij

— -
t| 3'2 4 i\ •

I3 r=:
il

- 64 i'i
-4- iG 4 4 i'i

.

On remarquera aussi que la forme précédente est un carré

parfait dès que i^ -vt o; dans ce cas, les seconds éléments de Y qui

correspondent à (x) et (^''') coïncident : il y a homographie
entre deux involutions.
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ÉTUDE DIRECTE DES FORMES A DEUX SÉRIES DE VARIABLES.

I. - Les couples d'éléments communs à deux formes.

113. Nous nous sommes bornés presque exclusivement, dans

l'étude des formations invariantes des systèmes binaires, à la con-

sidération des formes à une seule série de variables, et c'est à ces

formes que nous avons rattaché l'étude des quelques formes à deux

séries de variables que nous avons envisagées. Cependant, l'étude

directe des formes à deux séries de variables présente un grand
intérêt et des particularités importantes. Nous allons en traiter

quelques points.

Considérons deux formes à deux séries de variables y"
=

axpyi,

g ^=
axpyi ] égalées à zéro, elles définissent un certain nombre de

couples d'éléments [x) et (y), qui leur appartiennent simultané-

ment
;
ce nombre est évidemment /?gr'-f-^'^, comme on le voit en

éliminant les (x) ou les (y) enlre f^^^o et g^=o. Il peut être

avantageux, au lieu de faire cette élimination pour définir les

couples commuas kfelkg^ de procéder d'une façon différente,

de façon à obtenir simultanément les valeurs d'un même couple.
V cet effet, considérons une forme bilinéaire quelconque

et cherchons la condition pour que o contienne un couple com-

mun ày et g\ nous tirerons de o =:= o

portant dans / el g el éliminant les (x), on a un résultant de

degré pq'
-^

p' q -^
"^qq' par rapport aux (a), et qui, égalé à zéro,

exprime la condition cherchée. Toutefois, ceci n'est vrai que si
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l'on a S ^o, en faisant S :^ a^ a22 — ^12*21 ;
et si l'on a 8 =^ o, les

équations entre lesquelles on a éliminé les (x) admettent l'une

^ fois, l'autre ^' fois, le même facteur ai2X, -ra22^2 5 donc, d'après
un raisonnement qui nous a déjà servi, le résultant trouvé plus
haut contient le facteur ùii'

;
si on l'en débarrasse, il reste une

forme O, de àe^ré pq' -\- p' q ,
dont l'évanouissement est la condi-

tion cherchée, sans facteur étranger.

D'ailleurs, si (a"^), (6^'') est un couple commun à y et g^ il est

clair que l'on peut écrire

donc <ï> est décomposable en pq' -^ p'q facteurs linéaires, et chacun

de ces facteurs linéaires fournit immédiatement un couple tel

que («*'^), (^'''). Les coefficients
(cp)

de <I> sont des degrés />'+ q'

etp -+- q respectivement par rapport aux («) et aux (6).

Nous dirons que $ = o est l'équation des couples communs à/
et g. Remarquons que les (a) pourraient être considérés comme
des variables de seconde espèce par rapport à l'ensemble (x). (y) ;

mais nous n'insisterons pas sur ce point qu'il suffit d'indiquer.

114. Les fonctions symétriques fondamentales des couples com-

muns dfel g sont les coefficients de <ï>; si

'•2,''3,''.i°'l'l ^l'-i ^2\ ^2^2'

où r= pq' ~[~p' q, on a

P
p p p p T'i.'î''3.'.t

- ^"1 ^\ "1 "l •••"1 t>i

^(/•,+/-î+l)^(/-,-t-r.; 1-1)
^il-y+l-i

+ r^) ^{rt
+ l-i-hi-f

Toute fonction symétrique entière des (a''^) et des (b^'^) homo-

gène et des mêmes degrés par rapport aux divers couples {a^'^)

comme par rapport aux divers couples (^'' ) s'exprimera en fonc-

tion entière des coefficients (a) et (b). En raisonnant comme
au n° 8, il suffit de démontrer ce théorème pour les fonctions

telles que
2:

( a'2''
'

)'« ( 6'2^
'

)« ( a\2
)

yn ( ^,(^2 ))"...( ay) y» (
ôin y .
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or, dans $, faisons par exemple aoo^^o, a2i^=).a,2; oa obtient

U [( au a'f bp^ a, , (a^ b^ -^ X a'^' 6'/' )] ;

on peut calcnler alors, d'après le n" 8,

P
en fonction entière des (o); le coefficient de p

'"

p" A"', dans cette

fonction, sera la fonction cherchée, multipliée par II (a',")" (6',")"';

mais n(a',") et 11(6',") sont déterminés directement comme fonc-

tions entières des (a) et des (6). La fonction cherchée se présente

ainsi comme fonction rationnelle des (o); mais celte fonction

ne pouvant devenir infinie est entière; de plus, elle est des

degrés mp' -r- nr/ et mp -^ nq par rapport aux (a) et aux ib).

llo. La forme y est définie au point de vue géométrique par
la condition de contenir pq ^p -^ q couples (a;), (^), puisqu'elle

dépend de (/? + 0(^~!~ ") (coefficients.

Supposons la formel donnée, et regardons les coefficients (6)

de g comme variables; à chaque système de valeurs des (6) cor-

respond un ensemble de pq' -r-p' q couples (ar) et (^y) appartenant

kfeikg : nous allons chercher si ces pq'-~-p'q couples peuvent
être pris arbitrairement, appartenant à/.

Supposons d'abord p'^p, q'=q', pour définir les couples
communs k f et g^ nous pouvons remplacer g par g H- h/,

h étant une forme quelconque aux variables (ûc) et Q' ), des

degrés p'^p et q'
—

q; par suite le système des pq'~p'q
couples communs ày et g dépend au plus de

(/>'-- i)(^'^ i)-{p'—p-^i)(q'—q - I)— I

paramètres; ce nombre est égal à /)^'-i-/>'^
— iP^^){Ç —^ 0?

de sorte que le système de couples considéré ne dépend que de

ce nombre de paramètres au plus et que (/>
—

i)(q
^ i

)
au moins

de ces couples sont déterminés par les autres. Il est facile de voir

qu'il n'y en a pas davantage : en effet, les formes g qui contien-

nent
yo^y' 4- y?'^ — (/?

—
i)(^

—
') couples appartenant k/ dé-

pendent linéairement de

(p'—Oiq'^ i)—pg'—p'g-^{p- i){g — O
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paramètres homogènes et ce nombre étant supérieur à

il en résulte que les formes g considérées ne sont pas tontes

composées comme fli] en d'autres termes, elles ne contiennent

pas toutes / en facteur : elles sont proprement dites dans leur

espèce.

Si maintenant on n'a pas à la fois p'^p, q'^ q^ alors on voit tout

de suite que parmi les pq' ~\- p' q couples communs à f el g, il j
en a

pq'-^p'q -p'q'— p'—q'

({ui sont déterminés par les autres : ce nombre coïncide avec le

]irécédent pour p =rz p' -\- i . ou
</
= ^'+ i .

116. Considérons une forme h des degrés/?" et q" assujettie à

contenir les pq' -\- p' q couples communs à f el g^ et montrons

d'abord que ces conditions sont distinctes dès que l'on a

p"àp-^p'—i, q"lq-^q'~\-

Pour cela, il suffit de faire voir que l'on peut trouver une forme h

des degrés p -\- p'
—•

i, q-\-q'—\^ contenant tous les couples
communs à f ei g^ sauf un; supposons donc que celui-ci corres-

ponde à .To = o, j>^2
= o, de sorte que l'on puisse écrire

f=^^.f1-^72 fi, ff
= X^gl^y2ff2,

fi elfi étant des formes des degrés p — i
, q elp, q

—
i, et ^i, ,^2

étant des formes des degrés p'
—

i
? 7' <^t P j q'

—
^

',

alors il est

clair que la forme/, g-y —figi des degrés/? -(-/>'— i elq -+- q'
—

i

contient tous les couples communs à y et g, sauf celui que nous

avons mis à part.

Ceci posé, supposons que la forme h des degrés p" et q", au

moins égaux k p -^ p'
—

i elq -\- q'
—

i, contienne tous les couples

communs k f el g eX, formons la combinaison ^, = h — ffi
—

ggii

fi et g\ étant des formes des degrés respectifs p"
—

p, q"
—

q^ et

p"— jo', q"
—

q' \ /i, contient comme h tous les couples communs

ày et ^ et cela quelles que soient y, et gi. En disposant convena-

blement des coefficients arbitraires de/, et ^, ,
on peut réduire

le nombre des paramètres homogènes dont dépend linéaire-
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ment A, ;
mais il faudra faire attention que, si Ton a

l'identilé kfg^^kgf, où A' est une forme arbitraire des degrés

jj'
— p — p' ^ q'

— q
—

q' ,
et où l'on remplace le second facteur

de chaque membre par son développement, établit des relations

identiques entre les termes àe ffx et de gg\^ lorsque y, et gx y
sont développées. Finalement, on voit donc que le nombre des

paramètres dont dépend A, est

(/>'-f- l){q'^ O—ip'—p^ 1 )(q''—q— l)
—

{p'
— p'— l)(g'—q'^ l »

—(p'— p-p'-^ i){q''—q — q'^ O.

le dernier terme étant applicable encore si l'on a p" =:zp -r p'
— i ,

puisqu'alors il s'annule.

Ce nombre se réduit précisément à pq' -^p' <J\ donc, puisque A,

est assujettie à pq'-^ p' q conditions distinctes, il faut que cette

forme soit nulle identiquement; par suite nous obtenons ce

théorème : la forme h est nécessairement une combinaison telle

que//*,
—

o'o',.

Bien entendu, ce théorème n'est vrai que d'une façon générale,
si l'on conserve aux coefficients de y et «^ tout leur degré d'arbi-

traire : cette hypothèse domine toute cette théorie.

Le résultat obtenu suppose que l'on a

p'^p-^p'—i, q'=q-^q'—i;

il est facile d'en déduire qu'il est vrai dans tous les cas, à une

exception près. Supposons, en effet, que h, des degrés quel-

conques p" elq", contienne tous les couples communs à y et g:
il en sera de même de Ax, par exemple; si donc le théorème est

vrai pour les degrés p" -{- i et
</", hxt sera de la forme f/i 4- gg^ ;

cette combinaison contenant le facteur a:,, si l'on désigne par

ce que deviennent les fonctions /, /, , g, gt, quand on y fait

j;, = o, il faut avoir identiquement ',3 es, -r- '!•!;, =^ o; si q" est in-

férieur à q -^ q', 'j, et -i, sont nuls identiquement et le théorème

est démontré évidemment, en supposant toutefois, ce qui est pos-

sible, que les formes o et
•}
en (y) n'ont pas de racines communes

;

si l'on a q"2l q -{- q\ on peut écrire

Oj = W^, 'f'i
^= — f^o,
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to étant une forme en (y) de degré cf
—

q
—

q' \ mais alors en

faisant

/i = ^^"-''-' ?i ^ ^,/i , gi = orr';-P'^' ^,
- T, g\ ,

on a sans peine

à = /(/; - ^' co^;'"-/-/^'-')
- g{g\ +/'co^f-/'-"+!),

et cette exj3ression n'est entière que si /?" est au moins égal

à p -i- p'
— I. D'après cela, on voit que le théorème n'est en

défaut que si les deux nombres/)" et ^"sont l'un supérieur, l'autre

inférieur aux nombres p -+- p'
—

i, q -h q'
—-

i
',

dans ces cas, on

])eut mettre h sous la forme du quotient de f/\ +- gg\ par une

puissance convenable de X2 ouyo) pai' exemple.
C'est ainsi que, en éliminant les {y) entre f et g, on a une

forme k, pour laquelle /?"
=

/?«y'4-/?' «y, q"=:o; on peut l'écrire,

comme on le sait déjà, sous la forme
\ ^, ,_t

'

? et il ne serait pas

difficile d'obtenir plus de symétrie.

Si l'on prend p" =:zp -i- p'
—

i — r, q" :=:^ q -}- q'
— i — 5, la forme

fif-+- g\ g contient linéairement
(yo'
—

f'){q'
—

^)~^{p
~~

'')('/
—

^}

paramètres homogènes : on en déduit sans peine que la condition

de contenir tous les couples communs à_/et g équivaut, pour une

forme des degrés // et q'\ à pq'+ p' q
—

''•? conditions seule-

ment; en d'autres termes, dès qu'une telle forme contiendra

pq' -\- p'q
— l'S couples communs à f et g^ elle contiendra néces-

sairement les fs autres, en général.

II. — Le résultant de trois formes.

117. Soient les trois formes/, g, h, des degrés/? et q, p' et q',

p" et q". Si («^''), (^''0 sont les couples communs à f el g, for-

mons le produit Uh(a^'^, ^"0' comme c'est une fonction s\'mé-

trique des («^'^) et des (^"^), il s'exprimera en fonction entière

des coefficients (a) et (b) de felg; de plus, ce sera une fonction

enpère, de âegré pq' -h p'q, des coefficients (c) de h.

La condition nécessaire et suffisante pour que les formes/, g, /i

aient un couple commun est R = o, en appelant R ce produit.
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R est le résultant des formes f, g, h
;
il est des degrés p'q'^ p"q' ,

p" q -r pq'\ pq' -r p' q l'espectivement yjar rapport aux coeffi-

cients (a), (6), (c) des trois formes, d'après ce qui a été dit pré-
cédemment et au n" 114^. On obtiendrait donc tout aussi bien R
en écrivant que y contient un couple commun à ^ et /i, ou que g
contient un couple commun à y et h.

R est un invariant multiple pour les formes y, g, A, des ordres

respectifs Itp'p" q et Hpq' q" .

118. Considérons l'identité

où y,, giy ht sont des formes des degrés />'-•- ys"
—

i elq'-\- q"
—

i,

p" -1- p — I el q" -^ q — i, p -^ p'
—

i ei q -r q'
—

i •

Si y, g^ h n'ont pas de couple commun, et si celte identité est

vérifiée, il faut que ht contienne tous les éléments communs k f
et g', donc ht est de la forme

f-2 et gi étant des degrés p'
—

i et ^'
—

i
, />
—

i ei q
—

i
;
alors il

vient

f{A^M)-g{gi-g,h) = o-

s'if el g n'ont pas de facteur commun, ce que l'on peut supposer,
on a par suite

gi— gih=^ —fk,

k étant des degrés/?"^ i et q"
—

i, et l'identité s'écrit

k{fg- gf)^Mfh-hf)^ g.{gh-hg) = o;

elle n'exprime donc aucun fait nouveau : elle résulte seulement

des relations identiques qui existent entre les termes àe/fi et gg, ,

par exemple, quandy, et ^, j sont développées, et que nous avons

déjà signalées.

D'autre part, si f, g, h ont au moins un couple commun, il est

clair que l'on peut vérifier l'identité

ffi^ggi-^ f>fn = o,

par des valeurs autres que les précédentes ;
en effet, /^, ne sera plus



128 LIVRE I. — LA GEOMETRIE BINAIRE,

assujeltie à contenir tous les couples communs àfel g, mais seu-

lement ceux de ces couples qui n'appartiennent pas à /i; et /î,

étant ainsi déterminée, hhi sera de la forme — (ffi + g'g'i) d'après

le n" 116.

Il résulte des considérations précédentes que la condition

nécessaire et suffisante pour qney, g, h aient au moins un couple

commun est que l'on puisse vérifier l'identité

f/i -+- g-ffi -^ hhi = o,

par des valeurs autres que celles qui se présentent naturellement.

En d'autres termes, les formes o

x'-^x'.^'.j\<y'^f, x'^ix'^^y^'yfff, x'^'i x'^^y^ijf h
,

où /', -i- r2 = p'+ p"
—^ I

, Si -i- S2=^ r/ -i- q"
—

i , . . .
,
et qui sont

déjà liées par pq -^ p' q'+ p" q" relations linéaires connues,

doivent être liées encore par une nouvelle relation linéaire.

Ces formes sont en nombre ^{p' -^ p"){q' ~\- (l")
et contiennent

chacune (p -h p' -\- p"){q -+- q' -h q'')
termes : la différence entre

le nombre précédent et celui-ci est précisément ^pq-
Prenons donc {p -{- p' -^ p"){q -h q' -r- q") des formes

cp,
et

écrivons le déterminant de leurs coefficients, que nous pouvons,

par un choix convenable des formes considérées, supposer non

nul : soit R, ce déterminant, d'ordre (p -^ p' -i- p")iç + ç' -'r q")-

Ecrivons les relations connues entre les formes
<f

et soit Ro le

déterminant des coefficients des formes non choisies tout à l'heure

dans ces relations, déterminant d'ordre S/>^.

Si Ro = o, les formes choisies primitivement sont évidemment

liées par une relation linéaire, et par suite R| contient R2 en fac-

teur. Si R) ::= o, sans que Ro = o, ces mêmes formes sont liées

par une relation qui n'est pas une conséquence de celles que l'on

connaît déjà. Le résultant se présente donc finalement sous la

forme du quotient des deux déterminants R, et R2 ;
ce quotient

est d'ailleurs des degrés voulus par rapport aux coefficients (a),

On remarquera que ce résultat n'a été établi qu'en admettant

l'hypothèse signalée au n" 116; mais, d'après la définition du

résultant, il subsiste dans tous les cas.
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On observera encore que k étant une forme arbitraire des

degrés p —p'-r-p"
— i , 7 -f- «7'

-^
^
~~ ^

1
O"^ P^"'^ toujours véri-

fier l'identité

ffi -r- qq\ -+- hhi H- kkx = o,

kx étant une constante, et cela en dehors des relations connues

entre les formes es; alors on peut évidemment prendre pour ki

le résultant de R.

119. Comme au n" 66, nous allons chercher à déterminer le

nombre et les valeurs des couples communs à trois formesy", g^ hy

lorsque leur résultant R est nul.

Nous chercherons d'abord combien de couples communs à
y",

g appartiennent à /i
;

si n, n', n" désignent combien de fois un

couple commun à /, g, h est multiple pour les systèmes (g, h),

(A,y^, (y, g), la plus petite valeur de ces trois nombres, soit m,

indique combien de fois le couple considéré est commun à /,

g, h. Les nombres Sn", Hm, où la sommation est étendue à tous

les couples distincts communs à y, g, A, indiquent combien de

couples communs k / et g appartiennent à h, et combien y, g, h

ont de couples communs.

Pour déterminer les couples communs à/el g qui appartiennent
à h, on fera comme au n" 66. On remplacerai par h -h XA, X étant

un paramètre arbitraire, et k une forme semblable k h. Si N"

couples communs k J^ g appartiennent à h, on voit tout de suite

que les dérivées partielles de l'ordre N"— i de R par rapport
aux (c) sont toutes nulles; en outre (d) désignant les coefficients

de k, la polaire D^jR n'est pas nulle identiquement et est le pro-
duit des valeurs de k obtenues en j remplaçant (x) et (y) par
les valeurs des N" couples considérés.

On en déduit la même remarque qu'au n" 66.

On peut en particulier prendre h sous la forme (Ç | x)p''(t\ \y)^'

par exemple, et obtenir des invariants simples pour résoudre la

question proposée.
La détermination directe du nombre des racines communes à

/, g, h offre de plus grandes difficultés : nous ne l'entrepren-
drons pas.

Ax. - I. o



l3o LIVRE I. — LA GÉOMÉTRIE BINAIRE.

III. — Le discriminant d'une forme. Le jacobien de trois formes.

120. Le discriminant d'une formey= axvyi est une fonction

entière des coefficients ((7) qui, égalée à zéro, exprime que les

quati^e formes

f-LÈL f-LÊL f-lAL f-lALJ^
p dxi

'
-'"-

p dx^
' -'^

q dyi
' '''

q dy.,

ont au moins un couple commun.

Cette définition est légitime, à cause de l'identité

/ = 37, /l ^ 0:2/2
=

jr I /s -r-72/4

Pour obtenir le discriminant S de y, on calculera d'abord le

résultant S4 des formes /",, /a ^^ fi P^ï" exemple; S, contient S

en facteur, et en outre le discriminant de la forme binaire

obtenue en faisant, dans y, j^/-,
= i et y-, = o. En supprimant ce

facteur on obtient S, qui est une fonction entière des (a) du degré

^pq — 4/>
— 4^H- 4l c'est aussi un invariant multiple.

S = o est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe

un couple («), {b) tel que, les [x) étant égaux aux (a), /ait une

racine double {b) en {y)<, et que les [y) étant égaux aux (6),

/ait une racine double (a) en [x).

Pour la forme bilinéaire du n" 73, on a S = a, , «22 — a\2a2\ \

pour la forme linéoquadratique du n" 104, S est l'invariant R;

pour la forme doublement quadratique du n° 106, S est le discri-

minant de l'équation canonisante, facile à calculer.

Le discriminant du produit de deux formes/ et g s'annule

identiquement, car les dérivées partielles de ces deux formes

contiennent tout couple commun kfeikg.
On peut facilement prévoir un théorème analogue à celui du

n" 71 pour déterminer le nombre et les valeurs des couples com-

muns à/, ,/2,/3, //,
: mais il ne semble pas facile de l'énoncer

et de le démontrer d'une façon à la fois précise et générale.

121. Si l'on considère trois formes/, g, h, des degrés p et q,

p' et q' -fP" et q" ,
si l'on emploie les mêmes notations que ci-dessus,
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et si Ton envisage les quatre déterminants

lU

?»=

A ffi



CHAPITRE X.

LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE BINAIRE.

I. — Définitions. Étude du cas général.

122. Soit un espace E rempli par les éléments (x). Considérons

une forme quadratique fixe

nous dirons des deux éléments (a"^), («^-^), ainsi définis par cette

forme, qu'ils constituent Vabsolu de l'espace E.

Nous supposerons d'abord ces deux éléments distincts, et par

suite le discriminant D de F, soit D = Aq Aj — A;, sera différent

de zéro.

123. Envisageons deux éléments quelconques {y) et {z)\ nous

appellerons distance du premier de ces éléments, considéré

comme origine, au second, considéré comme extrémité, le pro-

duit par une constante m du logarithme népérien du rapport

anharmonique k déterminé par les éléments [y), (z), («"^)

et(a*-^); si doncj^-^ représente cette distance, on a

yz = m log(j'za'"a'2))

OU

j^ = /?ilogA-,

avec

l-+-k Ayz

d'après des formules connues.

On voit que k a deux valeurs inverses l'une de l'autre, à cause de

l'indétermination du radical y/— 1^
; par suite la distance J5 est
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définie seulement à un multiple de 2 «m tc près («désignant ^— i),

et au signe près.

Si (x) est quelconque, on a toujours

zhyzzh zxzhxy ;^ o {mod 2 imr:),

d'après la définition du* rapport anharraonique et les propriétés
des logarithmes. C'est cette égalité qui justifie le nom de distance.

Si (y) et (z) coïncident, et seulement alors, on a

yz ^s o (modiirmz).

Si (y) et (z) coïncident avec (a^*^) ou (a^^^)^yz est indéterminée.

La distance de (y) à l'un des éléments (a^'^) ou (a^^^) est

infinie logarithmiquement.

124. e désignant la base des logarithmes népériens, on a

et par suite

ceci permet d'écrire

^1

(yz)y/—D . yz•^ = — itanff-=^ :

yz ( Yz) i/D

et encore, à cause de l'identité

cos—:
— — — 1 sin—-.

— = —
,

2i/n
/Aj.A;.

2«"i
V^Aj.>A..

dans ces formules, les radicaux y/'D et ^AytA^* ont des détermi-

nations arbitraires.

On peut convenir de choisir toujours la même valeur pour y/D;

alors nous dirons que l'espace E est orienté; dans ce cas, ^5 est

définie à un multiple de lim— près, et l'on a

yz -^ zx -T- xy ^= o (modaimx);

ceci revient à supposer que les éléments («^*^) et (a^-^) sont dis-

tingués l'un de l'autre.
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On peut encore supposer que toutes les fois que l'on considère

un même élément (/), le radical \/Ay^ a toujours le même signe;

alors, écrivant

on voit que la distance yz est définie à un multiple de 4 i/nTz près,

et l'on a

j^z -h xz -\- xy ss o (mod4iwr).

On dit alors que l'élément {y) est orienté.

La distance de (y) à lui-même supposé orienté de façon

opposée est limiz.

Deux éléments {y) et {z) sonl perpendiculaires quand ils sont

conjugués harmoniques par rapporta l'absolu. On a alors Aj2= o

el yz ^ imTv {moà linirS).. quelles que soient les orientations.

Remarquons que le rapport anharmonique {yztu) peut s'écrire,

d'après une formule précédente,

yt . zu
sin-=^— sin—:

—
s» im 2 im

. vu . zt
sin-:^-^— sin—-.

—
•2 im 'X im

125. Soient 0< et O2 les deux éléments fondamentaux, dont

aucun n'appartient à l'absolu. On peut, sans altérer la généralité,

faire Ao = A2 = i, définir O, et O2 par les coordonnées (i, o),

(o, i),
et orienter ces éléments en faisant les radicaux Aj« corres-

pondants égaux à I . Si enfin on appelle la dislance O, Oo, on a

par Suite

cos—:
— = Ai, sin —;

— = i/D;
2 un 2 im

F = 37? -h 2 cos—;

—
X\X<i, -4- xl,

•i. un

ei, en outre, l'orientation de l'espace est déterminée par

v/D = sin—:— •

2 un
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On a alors

yz \y- . yz •" iim
cos-^h— = '

^
-> sin -^— = —

, ,
—— '

Si l'on suppose O, et Oo perpendiculaires, avec Q ^ ///itc, les

formules se simplifient eacore un peu : les coordonnées sont

dites orthogonales.
Les loimules canoniques que nous venons de développer

donnent en particulier

e . e—T— — a:*sin—:
— —

7;^ ^, sin—-.

—
. xO, 11m . xOt 11m

sin—:
— =

:
» sin—;

— = —
>

d'où une interprétation métrique immédiate du rapport
— des

coordonnées.

Si les éléments fondamentaux, étaient ceux qui sont définis par

l'absolu, on pourrait prendre

F — iixix^, /D = >»

et l'on obtiendrait de nouvelles formules simples.

En faisant m := ^.> considérant l'espace E comme rempli par

les droites d'un faisceau plan, appelant angle la distance de deux

de ces droites, et prenant comme absolu les droites isotropes de

ce faisceau, la théorie que nous venons de développer coïncide

manifestement avec la théorie des angles dans un faisceau : il est

inutile d'insister sur ce point évident.

II. — Étude du cas spécial.

126. Supposons maintenant que les éléments (a'*') et («'^')

soient confondus de sorte que

F = A« = (XlXy -T- kiXiY-.

Considérons ce cas comme une limite du précédent; gardons

par suite les formules du n° 123, et imaginons que D tende vers



l36 LIVRE I. — LA GÉOMÉTRIE BINAIRE.

zéro. On a

jz
— m log- ; , /

—=- >

si D est assez petit pour que J^ soit toujours de module infé-

rieur à Tunité, et si l'on convient de considérer l'unique déter-

mination du logarithme qui se réduit à i pour (yz)
—

o, on a, eu

développant en série,

yz = — 2 »i
'(rz)^—D

,

I f(yz)/-D
-Kn^--)'--]^

en même temps que D tend vers zéro, faisons augmenter m de

façon que le produit
—

iin<^
— D tende lui-même vers une cer-

taine limite /; il vient alors, à la limite,

et c'est là ce qu'on appelle distance y^ dans le cas spécial envi-

sagé.

Cette distance, comptée de (jk) à (?), est définie sans ambiguïté;
en remplaçant la forme générale A^2 par ce qu'elle devient ici,

soit A^, on a

— i^y^)
y^ = A A

'

et par suite les identités

jry = o, yz -i- zx -^ xy = o
;

de plus la distance d'un élément quelconque à l'absolu est infinie,

et réciproquement.

Le rapport anharmonique (yztu) est égal à i^' _ •

yii.zt

127. Si les éléments fondamentaux sont 0( et O2, et si aucun

d'eux ne coïncide avec l'absolu, on peut prendre A4 = A2= i;

alors / est la distance O, Oo
;
on a aussi

;=— 1X9 7c- Ixi

^1+^2 X1H-X2

Xi
d'où une interprétation métrique immédiate du rapport

-
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Supposons actuellement que Oj coïncide avec l'absolu
;
alors

on peut prendre

et l'on a

y. = 'Âz^ =
1(^-1-^-1),

et, en particulier,

Cette théorie coïncide avec la géométrie métrique ordinaire des

points en ligne droite. Il n'y a pas ici d'orientation possible.

III. — Les mouvements, les S3miétries et les similitudes.

128. La distance de deux éléments ne change pas quand on

fait un changement de coordonnées, ou une transformation homo-

graphique quelconque, puisqu'elle ne dépend que d'un rapport

anharmonique, à la condition toutefois que, dans le dernier cas,

le nouvel absolu soit l'ancien transformé; de plus, dans le cas

général, la constante m doit rester la même, et, dans le cas spécial,

la constante / doit se changer en /', telle que l'on ait lo = F

o désignant le déterminant de la substitution que l'on a faite sur

les (x).

Transformons maintenant les éléments de l'espace (E) par une

homographie quelconque 7

ar,= X,a:',
—

[ijarj.

les (x') étant rapportés aux mêmes coordonnées que les (x), et

laissons l'absolu, F = Ax5, invariable, ainsi que la constante m
ou /. On peut alors rechercher les homographies (t) qui sont

telles que la distance^:; de deux éléments quelconques soit égale

à la distance yz' des deux éléments correspondants, au degré

près d'indétermination qui se présente toujours quand il s'agit de

dislances, dans le cas général; ou à un facteur constant près, dans

le cas spécial.
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129. Envisageons d'abord le cas général : la considération des

éléments à distance infinie montre tout de suite qu'une condition

nécessaire est que, si l'on applique la substitution a- à l'absolu, on

retrouve l'absolu lui-même. Cette condition est d'ailleurs suffi-

sante, si on laisse aux formules toute l'indétermination qu'elles

comportent, comme on le voit immédiatement en partant de la

définition même des distances.

Cherchons donc les substitutions u qui, appliquées à F, sont

telles que les formes F et F' définissent les mêmes éléments. On
a pour cela les conditions immédiates

Aq Al A2

d'ailleurs on a l'identité

AvA^»— A)"jx= D(X;a)2;

la valeur commune des rapports précédents est donc ±()v[i.).

Prenons d'abord la valeur -u()vpL)5 les équations

Ax^— Ao(X|j.)=^ o, Ax,,,— A,(Xii.) = o, Ajx^
— A2(X[^)-^o

donnent, en supposant que <j n'est pas la substitution identique

et que Ç^it.)
n'est pas nul,

Ao _ 2 Al _ A2 _

— /2 Xj [^2 [J-l

par suite, les substitutions a- correspondantes peuvent s'écrire,

en désignant par tOf et (Oo deux paramètres,

Xi= (Wi -f- Al t02)a7i -^ A2 0)2 3^2 1

X2= — AoOJ2a;'i -+- (wi
— Al 0)2)372 •

Prenons maintenant la valeur — (Àp.); on trouve de même

);,-l-[jL2=o et —
[jLi Ao-i- 2 Ai Xi -f- A2X2 = o,

371 = U)2 A0A237', -T- A2(Wi -I- Aj 0)2)372,

372= Ao(W| Al 0)2)37',
—

'Si2^0^i^2i

en supposant le produit AqAo non nul.

Nous trouvons ainsi deux séries distinctes de substitutions o--,

mais en supposant Aq= Ao= i
, A, := o, on voit tout de suite que

celles de la première série changent en lui-même chacun des élé-
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ments qui constituent l'absolu, tandis que celles de la seconde

série intervertissent ces deux éléments.

Si donc on suppose l'espace E orienté, les substitutions de la

première série donnent

y z' ^^yz (modai/nir),

tandis que celles de la seconde donnent

y z ^^ —yz (mod2iwit).

Pour cette raison, nous appellerons les premières des mouve-

ments, tandis que les secondes seront des symétries. On remar-

quera que l'on a, suivant le cas,

Ax»= =h(X[x)Ax'=;

et dans le premier cas, il vient

(XfjL)==u)f-T-Da)|;

dans le second

(X|ji)^
— AoAî((of-^ Dcol).

Si l'on oriente les éléments (^x) et (^'), on pourra convenir de

choisir toujours la même détermination pour yjni (A{jl),
et de faire

alors, dans le cas d'un mouvement, on aura

y'z'sr^yz {moA^irmz)\

dans le cas d'une symétrie, on aura de même

yz sz —yz (mod4t/n'^)-

130. Plaçons-nous maintenant dans le cas spécial. Si nous

écrivons que la substitution t transforme l'absolu en lui-même, ce

qui, comme plus haut, est une condition nécessaire et suffisante,

en faisant

F — A'

nous avons d'abord

A> _ Aa
Al Aj
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d'où

Xi = A2W1 J7j -f- A2( A2 W3— tO^)^?', ,

3-2= A,(Ai W3— a)i)a7j -i- Al W2^2,

A, A2 n'étanl pas nul, avec

(Âfx)
= A, A2U)3( Al W2H- A2W1— Al A2W3),

w,, too, W3 étant trois paramètres arbitraires; la valeur commune

des rapports t- ^^ ~\^ ^^^ d'ailleurs A, Ao (O3.

Dans ce cas on a

— AiW^-t-A^wi — A1A9W3-,—-,

•^

A1A2CO3
-^

et le rapport des distances /^ et jk'^' est constant : la substitu-

tion 0- est alors dite une similitude, caractérisée par le rapport

constant -^—-
, dit rappoi't de simililude.

y'z'

Ce rapport est facile à exprimer en fonction des invariants de

l'homographie définie par 1.

La substitution tr est un mouvement ou une symétrie, si le

rapport de similitude est égal à i ou à ^—
i .

131. Dans le cas général, un mouvement est une homographie
dont les éléments doubles sont les éléments de l'absolu : il en

résulte que la distance de deux éléments correspondants (x)
et [x') est constante et s'exprime à l'aide des invariants de celte

homographie. On a aisément

XX' W| . XX' COol/D
cos —^.— =

,
, sin —.— =

, ;

cette constante xx' est la grandeur du mouvement.

Quand w, = o, l'homographie est une involution, et

chaque élément est changé en celui qui lui est perpendiculaire.

Une symétrie est une involution dont l'absolu est un couple

particulier; si donc (è^*') et {b^^'>) en sont les éléments doubles,

perpendiculaires entre eux, deux éléments correspondants {x) et
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(x') sont conjugués harmoniques par rapport à (6'") et (6^*^); on

a aussi, suivant les orientations, les formules

6<"a:-f- 6<"a:'= o {mod^irmz).

b^ X -H 6'*^a?' ^liniT. ( mod 4 imr ) ;

(6<") et (6'-') sont les milieux de la distance xx'\ ils sont fixes.

Dans le cas spécial, une similitude est une homographie dont

l'un des éléments doubles est l'absolu; si (6) est l'autre, distinct

du premier tant qu'il n'j a pas mouvement, et si r est le rapport
de similitude, on a

bx = rbx'\

il j a involution dans le cas de la symétrie; alors (6) est le milieu

fixe de toutes les distances xx' .

Dans le cas du mouvement, les éléments doubles sont confondus

avec l'absolu tous les deux. La distance xx' de deux éléments cor-

respondants est constante : c'est la grandeur du mouvement.

132. Dans le cas général, les mouvements forment évidemment
un groupe à deux paramètres; la grandeur du mouvement ré-

sultant est évidemment la somme des grandeurs des mouvements

composants. De plus, on voit que deux symétries consécutives

équivalent à un mouvement. Dans le cas spécial, les similitudes

forment de même un groupe à trois paramètres; le rapport de simi-

litude résultant est le produit des rapports de similitude compo-
sants; les mouvements forment un groupe à deux paramètres,
comme dans le cas général ;

deux symétries consécutives équi-
valent à un mouvement, etc.

IV. — Les invariants métriques.

133. Dans le cas général, les mouvements forment un groupe;
on peut donc, pour ce groupe, construire des invariants absolus

d'un système binaire S quelconque. En gardant les notations

déjà employées au Chapitre I, ces invariants seront distincts en

nombre P — ?, en général, et seront les solutions des deux équa-
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lions aux dérivées partielles

AuFh-A22F=o,

— A0A21F -f- Ai(A,iF — •^22F)-h AaAijF = 0,

qui forment un système complet.

Ces invariants, dits invariants absolus métriques du système S,

peuvent être choisis rationnels par rapport aux éléments de ce

système; au point de vue géométrique, ils correspondent à l'exis-

tence de propriétés métriques absolues du système S, quand ils

sont homogènes et de degré zéro par rapport aux diverses séries

de variables et de coefficients qu'ils renferment, ainsi que par

rapport aux coefficients (A.) de l'absolu. Ils comprennent en par-

ticulier les invariants absolus ordinaires du système S.

Pour former les invariants absolus métriques de système S, con-

sidérons le système S, obtenu en adjoignant au système S l'ab-

solu F=Aa;'. Les invariants absolus ordinaires de ce nouveau

système S, sont distincts, en nombre P^— i en général; ceux

d'entre eux qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux

coefficients (A) de l'absolu sont distincts, en nombre P^— 2 en

général, et forment évidemment un système fondamental d'inva-

riants absolus métriques pour le système S.

La théorie des invariants absolus métriques est ainsi ramenée à

celle des invariants absolus ordinaires, ainsi qu'il était facile de le

prévoir.

134. On peut de même envisager des invariants non absolus

qui se reproduisent à une fonction près des paramètres des substi-

tutions qui caractérisent les mouvements.

Ils vérifieront les deux équations aux dérivées partielles

Ai,F-^A22F = |aF,

-AoA2iF-^A,(Ai,F-A22F)--A2A„F--vF,

p.
et V étant des constantes quelconques; leur existence corres-

pondra à celle de propriétés métriques accidentelles pour le

système S.

Sans insister sur l'étude directe de ces invariants, leurs pro-

priétés sont suffisamment mises en évidence si l'on remarque
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qu'on peut les obtenir tous de la façon suivante : on formera

d'abord les invariants ordinaires du système S, envisagé précé-

demment, invariants qui sont distincts en nombre P — i, en

général, si l'on fait abstraction du discriminant de l'absolu, et se

reproduisent à des puissances près du déterminant
()v{a)

de la sub-

stitution 7, si on les suppose homogènes par rapport aux (A) ; puis

on leur adjoindra, par exemple, le premier membre de l'équation

de l'un des éléments de l'absolu, soit

XoXi-^XziXi-h v'— D),

fonction qui se reproduit au facteur près quand on
toi
—

(lii y — D
fait la substitution cr.

Avec ces invariants, il est facile de former tous les invariants

métriques du système S.

On remarquera que oj,
—

(O2 y— ^^ est l'un des facteurs de(X{x)
considéré comme forme quadratique en oj, et too.

Dans le cas où le système S ne comprendrait pas de varia-

bles (jc), il serait facile de remplacer l'invariant particulier que
nous avons défini en dernier lieu par un autre analogue.

13o. Supposons maintenant que l'on se trouve dans le cas

spécial et qu'il s'agisse d'abord des similitudes.

On définira des invariants absolus, métriques, distincts en

nombre P — 3, en général, vérifiant les équations d'un système

complet
AjAiiF — A, A,iF = o,

— AiAijF — A, A,,F = 0,

AîA,,F-AÎA2,F=o;

on les formera comme précédemment en adjoignant au système S
la forme A^, et prenant les invariants absolus de ce nouveau sys-
tème S, qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux (A).

Les invariants métriques non absolus vérifieront

Aj Ail F — A, Aj, F = ,aAj,

— Aj AijF -i- A, Aj.F = (xA|,

A|A„F-^AfAj,F = vA2,

u et V étant deux constantes quelconques.
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On les formera comme précédemment, en adjoignant A^ au

système Si- Ils se reproduisent à des puissances près de Ç^l^) et

du facteur A, Aotog de
(^[Jl).

136. Envisageons enfin les mouvements dans le cas spécial, il

y a en général P — 2 invariants absolus métriques vérifiant les

équations du système complet

A2 A„ F ^ 4^ A„ F — ^ '

A„ F =. o,

- ^ AiîF--^ A2,F -A,A22F==o,

obtenues en remplaçant 0)3 par —^—l

—•
^ ' ^ 2A1 2A2

On formera P— 3 invariants distincts comme au numéro précé-

dent, et l'on pourra ensuite en former un dernier en remarquant
,.

.
,^ , /A, W2-4- A2a),\2 . A|t02— Aoto, . .,

qu ICI (Au.)
= (

j
et que Ax= —^—^ —^

A^-; si donc

F est un invariant ordinaire non absolu du système S qui soit

d'ordre
[x,

il est clair que FA^^ est un invariant métrique absolu.

Les invariants métriques non absolus vérifieront les équations

A2A„F-i--^ A,2F-
2 Aj
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ibrme

les invariants métriques sont définis par

AuF = ;x,F, A,,F = u,F;

ils se reproduisent multipliés par to'^'W'J», évidemment; supposés

entiers, ils sont isobariques des poids ijL| et
}X2,

et réciproquement.
Pour les similitudes, dans le cas spécial, si A, = o, on a

Xt = uiix\ -+- toja?!,,

j"2 = itiix'^:

un invariant métrique vérifie les équations

A,,F=fji,F, A,iF = o. A,,F = {jiîF,

et se reproduit multiplié par to^'wlf*; supposé entier, c'est un

semi-invariant, et réciproquement.

Enfin, pour les mouvements, avec Ai = o, toujours, on a

xi = wj j-'j -H wjaTj.

les invariants métriques sont définis par

A,,F^AjîF= .a,F, A,2F = ;ji,F.

et se reproduisent multipliés par

comme on le voit immédiatement en raisonnant comme au n" 23.

Pour ces formes canoniques, la grandeur du mouvement est

donnée, dans le premier cas, par

XX' Wi-f-O)» . XX' . COi
— tu»

cos—T- = — '
> sin—r— = i

,
: ;

dans le second cas, le rapport de similitude est—; dans le troi-

sième cas, la errandeur du mouvement est -r-r
— •

Al».





LIVRE IL

LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.

CHAPITRE I.

THÉORIE GÉNÉRALE DES LWARIANTS DES SYSTÈMES TERNAIRES.

I. — Les formes ternaires. Définitions et généralités.

138. Soient Xi, Xy, J^3 trois variables pouvant prendre toutes

les valeurs possibles : en associant ensemble trois valeurs déter-

minées quelconques yt, y2, y 3 attribuées à ces trois variables, on

peut définir un élément géométrique (y).

Si nous supposons que x^, Xz, Xj restent toujours finies et ne

s'annulent pas en même temps; si, déplus, nous supposons que
deux éléments (y) et (z) sont identiques lorsque les trois déter-

minants

iyz)t=J'iZ3—y3Zi, (yz)i=r^Zi—yiZ3, (r-5)3=Jl^i— ^î-^Ir

que l'on peut tirer de la matrice {ys)j c'est-à-dire

.Ti yt J'3

Zi Zi Z3

sont nuls, et seulement dans ce cas, nous aurons ainsi défini un

ensemble doublement injini et continu d'éléments (.r) : à chaque

système de valeurs des rapports
—

>
—

par exemple, correspond

un élément (a:) et un seul; et réciproquement. Nous dirons, par

suite, que ces éléments (ar) remplissent un espace à deux dimen-

sions, E.
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Les coordonnées de l'élément
(j>')

sont ^yi, py^, pjKs» p étant

une quantité quelconque finie et non nulle. Les éléments particu-

liers Oi, O2, O3, qui correspondent respectivement aux hypo-
thèses x-y^^ ^3= o, 0)3= Xi = o^ Xi=^ x<x = o, sont les éléments

fondamentaux ou éléments de référence.

139. Une forme linéaire par rapport aux variables {x), soit

^1 J7, -h ^2-^2+ is-^^a, ou pour abréger (i|^), définit, quand on

l'égale à zéro, une série simplement infinie d'éléments {x), dont

les coordonnées vérifient l'équation (^ | x) = o.

Une telle série est définie par les rapports des quantités (i),

qui se comportent à son égard absolument comme les coordonnées

[x) à l'égard de l'élément {x). Ces séries sont des éléments géo-

métriques nouveaux résultant des premiers et dont les (|) sont

les coordonnées. Nous dirons de ces éléments (i) qu'ils sont de

seconde espèce par opposition aux éléments (^), qui seront de

première espèce. Ces deux sortes d'éléments remplissent le

même espace E.

La symétrie de l'équation (^|^)==o montre que les {x)

jouent le même rôle par rapport aux (Ç) que ceux-ci par rapport
aux {x). (^|.2;)=o est Véquation de l'élément (i) donné, en ce

sens qvi'elle définit les éléments [x) variables qui constituent ce

(^); c'est aussi bien Véquation de l'élément {x) donné, en ce

sens qu'elle définit les éléments (^) variables dont l'ensemble

constitue cet {x).

Nous dirons de deux éléments [x) et(^) vérifiant la condition

(^ \x)-=o qu'ils se contiennent l'un l'autre, ou qu'ils appartien-

nent l'un à l'autre.

Gomme précédemment, nous affecterons les lettres latines aux

éléments de première espèce, les lettres grecques aux éléments de

seconde espèce.

Sans aller plus loin, voici dés exemples tirés de la Géométrie

ordinaire auxquels on peut appliquer ce que nous venons de dire.

Si l'espace E est un plan, on peut prendre pour éléments de

première espèce les points ou les droites dç ce plan ;
les éléments

d'espèce opposée sont les droites ou les points de ce plan. Si

l'espace E est un point, on peut prendre pour élément de pre-

mière espèce les plans ou les droites qui passent par ce point; les
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éléments d'espèce opposée sont les droites ou les plans de ce

point. On peut encore considérer les (x) comme définissant les

coniques d'un réseau; alors aux (ç) correspondent les faisceaux

contenus dans ce réseau, etc.

i40. Un élément (;) est défini par deux éléments (y) et (z)
distincts. Si (x) est un élément de (;), on a

{xyz) =
Jt^l ^2 "^J I

yi yt y3
\

= o,

3l -2 -«3

OU ce qui revient au même

5. ?,

(j-)i (y^h (r^)3

L'équation de (i) étant (xj^z)^= o, on peut écrire

ou, pour abréger, (j:
= A, )- -|- Aas); réciproquement, un tel élé-

ment (ar) appartient à l'élément (;) défini par (j-) et (z), et qui

peut se représenter par (y^).
On peut par suite considérer (ç) comme un espace à une

dimension, rempli par des éléments géométriques (x) dont les

coordonnées sont les Çk); les éléments fondamentaux y sont (^)

el{z).

Tout ce que nous venons de dire peut être répété sans peine
en échangeant les éléments des deux espèces : il est inutile de le

faire explicitement. C'est là d'ailleurs une remarque faite une fois

pour toutes, et qui s'appliquera à tout ce qui suit.

Les éléments fondamentaux de seconde espèce Û| , Ûj, Û3 corres-

pondent respectivement aux hypothèses ^0= ^3= o, ^3= q, = o,

il = ^2= o. D'après ce qui précède, on voit que û, et(02 03) sonr

un seul et même élément; il en est de même de O, et (ûoQs).
L'ensemble OiOoOs est une suite de trois éléments ou suite

triple de première espèce; l'ensemble û, Q2Û3 est une suite triple
de deuxième espèce : ces deux suites sont équivalentes.



l5o LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.

En général, si l'on se donne une suite de première espèce O,, O2,

O3, . . .
, 0,1, composée de n éléments, pris dans l'ordre indiqué,

on en déduit une suite équivalente de seconde espèce, composée
des éléments (O, O,), (0,0:,), (OaO,),- • - • , (0«_, O,). (0,,0,).

141. Une forme ternaire se définit comme au n" 4; on écrira,

en gardant les mêmes notations

«j7'.i7...î''r,P...

>
1 p.. . JTTt- jj », p. p,q, q^ qz JTI, jUi jTTa

fil Pii p-ii pai' exemple, sont trois entiers non négatifs dont la

somme est
/>.

Nous pouvons répéter ici, presque mot pour mot, ce que nous

avons dit au Livre I après avoir défini les formes binaires : les

changements à faire sont pour ainsi dire évidents. Nous nous

contenterons donc d'insister sur quelques points particuliers.

Si une forme f ne contient qu'une seule série de variables,

l'équationy= o définit un ensemble simplement infini d'éléments

(x) ou (^) suivant le cas, dont nous dirons qu'ils forment une

sé/'ie de première ou de seconde espèce.

Si / est de degré p par rapport aux, variables, la série corres-

pondante est dite de degré p : son équation contient ^ ~—

coefficients, et par suite elle est déterminée au point de vue géo-

métrique par la condition de contenir -^-f- —^ —
i éléments

donnés d'une façon quelconque.
Une série linéaire de première ou de seconde espèce est un

élément de seconde ou de première espèce.

Les définitions relatives au poids subsistent entièrement, mais

il faut distinguer un poids par rapport à chacun des trois indices

i, 2, 3.

142. Une forme / telle que a^/' ne peut pas se mettre en

général sous la forme d'un produit de facteurs linéaires.

Dans certains cas, cependant, cette décomposition est possible,

de sorte que l'on peut écrire

/=[I(a(''|-^);
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alors on a des relations telles que

Za'"a'?' . . . a"'''a'/'«^" . . . a >.+-/'!' a'/''*''--^" . . . a''" = ^ a„ „ „11 14 •••-*2 -*j
• • •

-^S p p p "l'i.P'.Pé-
'^Pi ^P: ^Pi

Les premiers membres de ces relations sont les fonctions symé-

triques fondamentales des.coordonnées des p éléments de seconde

espèce (a^'') dont l'ensemble est défini par l'équation y= o. Toute

fonction symétrique de ces coordonnées, entière et homogène de

même degré m par rapport aux divers systèmes (a'*), peut

s'exprimer en fonction entière des (a) ou, ce qui revient au même,
des fonctions symétriques fondamentales. Gomme au n° 8, il suffit

de le montrer pour les fonctions de la forme

OÙ l'on a «îoH- ^^^3= ni.

Si alors, dans y, nous faisons x*:j= Aj^a» on obtient une forme

binaire égale au produit II
[a'," a;, -t- {y.',-ir\i.^^'*)x.i\.

Si pour celte forme on calcule la fonction symétrique

2( a'j'
'
-f- Xa-,'

'

)'" ( af,2' )>" . . . ( a\/'> )'",

le coefficient de p
—
^
— a"'» dans cette expression sera évidemment

la valeur de la fonction considérée.

En général, une fonction symétrique du degré m par rapport
à chaque système (a^*^) sera du degré ni par rapport aux coeffi-

cients (a); elle sera de plus isobarique par rapport à chaque
indice, et de poids facile à calculer.

143. La considération des polaires conduit en particulier à

définir, pour une forme f=z a^p et un élément donné (/), une

série dont l'équation est
«j./.-a^.'<

= o, et qui est dite la A''''"^ polaire
de {y); elle est de degré/?

— h. S\{x) appartient à la A'*^"" polaire
de (j'), inversement (y) appartient à la (y?

—
A)'^°« polaire de(a:).

La (/?
—

,yeme poiai^g (jg
(^y\^

ggj ^Qg série linéaire.

II. - Les substitutions linéaires et les invariants-

144. Transformons un système ternaire S, comme nous avons

transformé au n° 11 un système binaire, par une substitution
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linéaire
o-,

de façon à introduire de nouvelles variables (x'), . . .

définies par

Xz= )v21^l "+" ^22^2 -+- ^23^3)

Le déterminant o de cette substitution est supposé essentiel-

lement différent de zéro, de façon que l'on puisse écrire inverse-

ment, en appelant it/y le coefficient de \ij dans le déterminant & :

0X\ = [lllXi-\- p.2|^2-+- fJt31-^3,

00^2
=

\JiliXi-+- |JI.22^2-^- ;J^32^3>

^^'3
= IMS^l -+- 1^-23 ^1+ 1^33 -^3.

Une forme linéaire (; ] ^) devient par cette substitution (;'| x')^

et, supposant ces deux formes identiques, on a pour définir

les(i')
Si
= ^^11,1-+- ^^21 Ç2 -T- A31Ç3,

t, = Xi2^-4-À22^.-i-)^32^3,

?3
— 'M3Ç1-I- ^2.iÇ2-i- '^33?3i

ou inversement

o;2 = ;-i2i ^1 -^ 1^22 ; 2 + [^23 ^3 .

5:3 = î-l3i ^1 -+- Fl32;'2 + ;-l33$3-

Les variables de seconde espèce sont donc transformées par la

substitution transposée de celle faite sur les (.t); le déterminant

de cette substitution est -..
•

Les généralités indiquées à propos de la transformation des

systèmes binaires subsistent ici entièrement, à quelques modifi-

cations évidentes près.

Les P relations qui existent entre les éléments du système S et

les éléments du système transformé S' sont toujours faciles à

former : ces relations dépendent d'ailleurs des neuf coefficients (X)

de la substitution a-; elles appellent les mêmes remarques qu'au

n" 12. On voit de même que l'ensemble des transformations a

forme un groupe à neuf paramètres, fini et continu : deux

substitutions a successives se composent d'ailleurs comme dans

le domaine binaire.
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Les substitulions t peuvent être interprétées, au point de vue

géométrique, exactement comme au n" 13 : elles définissent soit

des changements de coordonnées, soit des homographies entre

des espaces distincts ou coïncidants. Au point de vue géométrique,
une substitution «r ne dépend d'ailleurs que de huit paramètres,
de sorte qu'une homographie par exemple est déterminée par la

connaissance de quatre couples d'éléments correspondants.

14o. Il existe pour le sjstème S et les transformations t des in-

variants absolus que l'on peut choisir indépendants en nombre
P — />, p étant un nombre en général égal à 9, mais qui peut être

inférieur à 9 et qui est déterminé par la considération des déter-

minants tirés d'une matrice analogue à la matrice M du n° 47.

Ces invariants absolus peuvent être choisis rationnels par

rapport aux P éléments du sjstème S, ce que nous ferons

toujours. Les invariants absolus géométriques se définissent et

s'interprètent comme au n" 19.

Le groupe des transformations c- contient neuf groupes parti-
culiers à un seul paramètre, définis par les substitutions des deux

types suivants :

ix,

= x\ cw.i, / j-, = ar', -i- WiîX,,

ces groupes sont engendrés par les substitutions infinitésimales du

groupe total, et engendrent eux-mêmes ce groupe.
On en déduit que les invariants absolus du système S sont les

solutions du système des neuf équations aux dérivées partielles
linéaires et homogènes A/yF = o, oii l'on trouve facilement

i,F(«)=— j-,
-— _...^ï, _-f-...
OXi fJzx

^/ . ^ àV
-h( /)i —gr, -i- ...— -, — 3, _. . .

)ap„pj.^,:..^.^,.s,.-,;..

"» ^puPî,px,-.TCi—i,''^+\,Tti;.. .
—

• -
.] -h . . . .

Ces neuf équations se réduisent à p distinctes, formant un svs-
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lème complet; on vérifie aisément les identités des types suivants,

où les indices i, y, k désignent des nombres différents

A,,AyyF-Ay,A,,F=0,

A,7A,7F-A,-yA,7F = A,yF,

Af,-A,vF-Ay/A,vF = -Ay,-F,

A/iAyytF
—

AyA:Aj7F = O,

A,7Ay,- F - \ji A/yF = A,v F - Ayy F,

A,-yA,7.F- AaA,-yF = o,

Ay/ A^.j F — Iki ^ji F = o,

A/y A/.,- F - A/,,. A/y F = - A^y F .

146. Le système S admet aussi des invariants proprement dits,

qui se reproduisent à une fonction près des seuls coefficients (X).

Ils vérifient les équations

A,7F = [jlF, A,yF=o,

et se reproduisent à 8!^ près.

On peut former un système fondamental d'invariants entiers,

par rapport aux éléments du système S; ils sont en nombre

P— p-\-i, sauf exception évidente.

Un invariant non absolu peut toujours être supposé entier et

homogène des degrés A", /,
. . .

, x, X, . . .
, n, n', . . .

, par rapport
aux diverses séries de variables (jc), (y), . . .

, (^), (y^),
. . .

,
et de

coefficients (a), (6), . . . qui constituent le système S. Si ces coef-

ficients sont ceux des formes/^a^p^^fit.^?, g'=b.rryr...V-'fi^'--'> "•>

et, si
pi.

est l'ordre de l'invariant considéré, on a la relation

^[x =(p -h q -h . . .
— 71 — p . . .) n

-\- ( p' -+ g' -\- . . .
— r' —

p'
—

...)«' -t- ... — A- — /—...-(-•/. + X -H ... .

Les invariants non absolus peuvent être pris pour les invariants

absolus du groupe particulier formé par les substitutions <t dont

le déterminant est égal à i.

Un invariant entier est isobarique et de poids jj. par rapport à

chaque indice; il est droit ou gauche suivant que a est pair ou

impair; si l'on permute deux indices, il se multiplie par (
—

i)i*.

Le théorème de Gordan relatif à l'existence des systèmes com-

plets d'invariants subsiste dans le domaine ternaire.
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Les invariants s'interprètent au point de vue géométrique

comme au n" 30.

Les théorèmes généraux des n°' 31 et 32 subsistent sans modi-

fication.

liT. Si l'on considère un invariant d'ordre u. du système S,

F=A;cV-IV-' ^^^ coefficients vérifient, comme au n° 33, d'im-

portantes relations faciles à former. Regardons-le comme ne

dépendant que des trois séries de variables {x), (y), (s), et soit

Je coefficient A^^o.p/OQ.cinî des poids respectifs [a H- A:, ,u--h/, ii.-\-m,

par rapport aux indices i, 2, 3 est la source de l'invariant F; car

l'application des opérations A/y à ce coefficient permet aisément

d'en tirer tous les autres.

Si deux tels invariants ont même source A, des poids respec-

tifs P,, Po, Pa, ils coïncident s'ils sont des mêmes degrés; sinon,

ils ne diffèrent que par une puissance de l'invariant évident [xyz),
car on a simplement

;jl
-t- A =; P, ,

fjt. _;_ / = p,. jx -f- /« = P3.

Soit A une fonction entière quelconque, isobarique des poids

respectifs P^, Po, P3, dépendant des éléments du système S

autres que les (x), les (y) et les (:;). Si on lui applique les

opérations A, 3 et A23 plusieurs fois de suite dans un ordre quel-

conque, on finit nécessairement par tomber sur des résultats nuls;

si m est le plus petit nombre tel que les quantités A^'jA^jA,
où

/? 4- ^ = m -h I, soient toutes nulles simultanément, A est la

source d'un invariant dont l'ordre et les deçrés sont déterminés

par les relations précédemment écrites, m recevant la valeur que
l'on vient de trouver, et cet invariant n'est pas divisible par (^xyz).

On calculera d'abord les coefficients
A;(.o,o;o,/,o;m„OT..m, par l'appli-

cation des opérations A, 3 et A23. On pourra ainsi former le coef-

ficient de J?*j'2 dans l'invariant cherché; ce sera une fonction

isobarique des poids a -H A-, [x -f- / et it, qui vérifiera évidemment

les équations Ai3F = o, AosF^o, ces opérations s'appliquant
aussi aux (:;); on en déduit sans peine que l'on a A'^o, /^o,
comme au n° 34.
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Cette fonction peut être considérée comme la source de l'inva-

riant cherché, quand on le regarde comme ne dépendant que
des [x) et des {y)', elle permet d'y calculer le coefficient de arf,

qui sera une fonction isobarique des poids pi + A", |jl
et

p.,
et qui

vérifiera les équations A, 3 F = o, A23F = o, A^gF = o, A32F = o,

les opérations s'appliquant aux [y) et aux {z)\ le calcul est pos-
sible comme au n° 34.

Enfin ce coefficient peut être considéré comme la source de

l'invariant cherché, regardé comme fonction des [x) seuls; et le

calcul est possible.

Nous n'insisterons pas davantage sur les nombreuses propo-
sitions particulières que l'on peut tirer de ce qui précède. Nous

remarquerons seulement qu'on pourrait étendre facilement ce

que nous venons de dire au cas où l'on considérerait des inva-

riants F de la forme A^i^x; il suffît en effet de remplacer les (^)

par les déterminants de la matrice {yz) pour être ramené au cas

précédent.

La source
^k,ofi\y^fifi

d'un tel invariant vérifie les équations

Aj3F=o, AgoF^ro, et l'on a Por^Ps; la réciproque est vraie.

148, Si l'on considère une fonction entière G des éléments

du système S, isobarique des poids P, , P2, P3, l'opération A/y

appliquée successivement à cette fonction conduit toujours à un

résultat nul; on en déduit, comme nous l'avons déjà dit, que si

l'on a A/yG:^o, on a P/^Py, comme au n** 34; en particulier

si Pi= Py, on a aussi Ay/G = o.

Si l'on a à la fois Ai^G = o, A23G = o, on en lire, à cause des

identités qui existent entre les opérations A,y, AjgG = o.

Les fonctions G qui vérifient les deux équations A,2G=o,
Ao3G=o sont dites semi-invariantes; ce sont des invariants

pour les substitutions définies par ).2) = ^^31 = ^32= o; elles se

reproduisent multipliées par À^', A^^ ''^3 -,

• Si l'on a P,:^P2=P3,
G est un invariant proprement dit du système S, d'après les

remarques faites plus haut.

i 49. Enfin nous remarquerons que les notions relatives aux

systèmes invariants, aux invariants multiples et en particulier

aux combinants, s'étendent sans modification aux systèmes ter-

naires.
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III. — Les formations invariantes générales.

150. Comme dans le domayie binaire, les polaires sont des

invariants. De même, ce que nous avons dit alors des invariants

comme combinaisons de systèmes invariants subsiste et les prin-

cipaux systèmes invariants s'obtiennent sans peine.

Si l'on se donne deux formes /= a^?, ^ = ^3?^ d'espèce diffé-

rente, on en déduit, comme au n° 43, l'invariant

KM/, 4')^
Pp_A P^-A / 0»/ d'b df d'h

, df dii\h

Pt: \àJCy û"-^ ôxi d\i
'

âxs d\i)

la puissance qui figure au second membre étant symbolique.
De même les trois formes de même espèce y, g^ A", des degrés p,

p\ /)", donnent lieu à l'invariant

J^/,^, ^) =

EL EL EL
dx\ dXi dxj

àk dk dk

dxi dxî dx3

àg àg dg
dx\ dxi âxi

la puissance qui figure au second membre étant symbolique.
De même encore si/dépendait des (x), des (j) et des (g), on

aurait l'invariant

û(/) =
d^f à^f à^f

dxi&yzdz^ dXidf^dzi
'

àXidyidz^

d\f d\f d^f

dx^dy-iôzi dx<idys,dz^ dx^dzidyx

De même aussi les invariants R et J se généralisent et s'ap-

pliquent encore au cas où les formes contiennent plusieurs groupes
de variables.

loi. L'invariant J (/, g^ h), où l'on supprime l'indice i, est le

jacobien des formes /, g, h
;
si l'on pose/, = - -L, . _

^
comme

au n° 46, on a

I

/. A A
Hf' .^,h)= \ gi gt gx

\
Al /<« h^
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C'est aussi le déterminant fonctionnel déformes/, g, A; il est nul

identiquement dès qu'il existe une relation entre ces formes, et

réciproquement.
Si /, g^ h sont des mêmes degrés, leur jacobien est évidem-

ment un combinant.

Si les formes y, g^ h admettent en commun l'élément {x),

leur jacobien admet aussi cet élément; si de plus les degrés de/",

g^ h sont égaux, les dérivées partielles du jacobien admettent

elles-mêmes cet élément.

La condition J (/, g^ fi)^= o exprime que les [p
— lyèmes polaires

de {x) par rapport aux séries y, g^ h ont un élément commun.
On a aussi, en particulier.

J'(/./,/)=6

/u /l2 /l3

^12 /22 /23

/l3 y 23 /33

Ce déterminant est le hessien àe f. Nous le rencontrerons plus

loin.

lo2. On exprimera comme au n^SO que n formes quelconques
semblables renfermant chacune n coefficients sont liées par une

relation linéaire à coefficients constants.

Si le nombre des formes données est inférieur au nombre des

coefficients, on peut écrire que ces formes sont liées par une rela-

tion linéaire, en écrivant qu'il en est ainsi de l'ensemble des formes

données et d'autant de formes semblables arbitraires qu'il j a

d'unités dans la différence entre le nombre des coefficients et le

nombre des formes données.

Mais on ne peut plus, en général, comme dans la géométrie

binaire, remplacer cette condition par une autre plus simple, en

introduisant une seule forme auxiliaire, et cela pour plusieurs

raisons.

En effet, si nous supposons données q formes semblables à une

seule série de variables, /) , /a, •
i fqi de degré /?, dépendant par

suite chacune de — — coefficients, et si s^ est une forme

arbitraire de degré p — /, de sorte' qu'il existe — —
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formes telles que x^x'^^x'^^g^ la somme /'i + 'a+'a étant égale

à /•, on ne pourra pas en général déterminer le nombre /• de façon

à avoir
(/• -4- lUr -!- 2 ) (/>-)- i1(« -1- 2)

De plus, si cette détermination est possible, on obtient bien un

invariant qui est nul lorsque les formes données sont liées par une

relation linéaire; mais la réciproque n'est pas toujours vraie.

Considérons, par exemple, le cas de/?= 2, ^ 1= 3; on peut alors

prendre /'= i; mais, si Ton a la relation

g étant une forme linéaire quelconque, on ne peut en déduire

(\yi^ f\-, fil fi sont liées par une relation linéaire : cette identité

est en effet vérifiée ^^ f\i fï, fn ont un facteur linéaire commun.

Si q est de la forme —
» et si les formes

y"/ sont liées

par une relation linéaire, le déterminant de leurs dérivées par-
tielles semblables d'ordre h est un invariant nul; mais, comme

précédemment, la réciproque n'est pas toujours vraie. Toutefois,

les invariants obtenus de l'une ou l'autre de ces façons sont inté-

ressants dans bien des cas. Considérons par exemple les dérivées

partielles d'ordre A, h étant au plus égal à ^> de la forme y"; elles

. (A-t-I>(A-4-2) .11. / 1 , » 11sont en nombre et de degré p — /i, de sorte qu elles

^ , {p — /« -4--i)(/>
— h -^ 1) rp •

. r> 1contiennent chacune —^ coetiicients. tn leur
2

appliquant ce qui a été dit en dernier lieu, on obtient un inva-

riant analogue au déterminant A' du n°ol. Si h = ^> on a déplus

(p — h-^i)(p — h -^2 ) (h -+-i)(h -t-2) _— o,
2 2

et, en appliquant ce qui a été dit d'abord, on obtient un invariant

proprement dit dont l'évanouissement exprime la dépendance

linéaire des dérivées partielles d'ordre — d'une forme de degré

pair/?. Si enfin l'on applique ce résultat particulier à la polaire
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d'ordre ih de /par rapport aux (.ç) remplacés par les (j'), consi-

dérée comme fonction des (y), on retrouve l'invariant analogue
au déterminant A' du n" 51.

153. Si, enfin, il faut exprimer que q formes données sont liées

par /' relations linéaires distinctes, on pourra procéder comme
au n° 52, et obtenir des invariants multiples se rapportant en

général à une forme à deux séries de variables, les unes ternaires,

les autres binaires, et à des formes auxiliaires; dans certains cas

particuliers, ces invariants pourront aussi se rapporter à une

forme à deux séries de variables ternaires, et aux formes auxi-

liaires. C'est ainsi que trois formes quadratiques

y, r= ax^— aiix\ +. . .-i- 2a23a72a?3-t-. . .,

/»= €3^2
—

Cii.rf -+-. . .4- 2C23.T2a73 +. . .

seront liées par deux relations linéaires si l'on a, en introduisant

les formes auxiliaires dx^^ Cx-^ gx-, hx^, et les variables binaires )v,,

Xo de seconde espèce,

«11 «2-2 "M «23 «31 «12 ^?

bn 2X1X.

C|l À|

^11 o

en o

gi\ <•

hn o

= 0,

et ce déterminant est un Invariant multiple pour les formes auxi-

liaires, les (1) et la forme composée

les (/) étant des variables binaires de première espèce.

On peut aussi introduire des variables ternaires (^y) et (v)) et
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LES SYSTEMES LINEAIRES.

I. — Les invariants des systèmes linéaires.

1d4. Un système linéaire est un système S composé unique-
ment de variables isolées et de formes linéaires. L'élude d'un tel

système revient à celle d'un système composé uniquement de

variables des deux espèces, évidemment.

Soit donc un système composé de m séries de variables de pre-
mière espèce {x), (y), (z), [t).

. . . , et de ai séries de variables de

seconde espèce (^), (tj), (^) (9), ....

Les invariants du système sont les déterminants tels que (xyz)
ou (?'/lQ, et les quantités telles que (^|^): ils forment, comme nous

allons le faire voir, un système complet.
Entre ces invariants existent des relations, car 3m-{-3n — 8

d'entre eux seulement sont indépendants
ceux-là

i^y^), (yzt), iyzu),

{zxt), (zxu),

'>70- (.^yu),

{i\x). (7)|ar), (CI a?),

{%\y)^ {n\y). (CIr;-

(n^), i-n\z), {^\z),

on peut choisir pour

On obtient alors les autres par les relations des types suivants

{xyz){xtu) -^
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I

a\^) a\y) a\')

(^r-)(^.0 =
!
('il*) i^\y) (11-*)

1 a\^) (Ç|v) in\z)

155. Pour faire voir que les invariants des types (xys), (Çr,^),

(^ I x), forment un système complet, nous allons montrer que plus

•rénéralement tout semi-invariant du système S, des poids res-

pectifs P|, Po, Pj, est une fonction entière des déterminants tels

que (xyz) ou (i"/i^),
des déterminants tels que (xy)i ou(Çr,)3, des

variables telles que Xj ou i,, et des fonctions telles que (i|ar),

chaque terme contenant Pj— P3 facteurs tels que x^ ou (^71)3,

P, — Po facteurs tels que {j':y)t ou ;,. Ce théorème, dont la réci-

proque est évidente, contient le proposé, puisque pour un inva-

riant on a P, = Po= P3 .

Comme au n" 55, il suffît de démontrer la proposition énoncée

pour un semi-invariant linéaire par rapport aux diverses séries de

variables; elle est manifestement vraie pour le système formé

par les (x) seuls, car alors le seul semi-invariant linéaire est X3.

Supposons donc le théorème vrai pour les variables (y)-, (-s),

(/), . . .
, (i), (t,), (^), ... et démontrons qu'il l'est encore si l'on

adjoint à ces variables les (x). Le semi-invariant considéré est de

la forme A, x, -{- Aoora-i- A3X3 ;
si A, = Ao^^ o, A3 est un semi-

invariant du système primitif, et le théorème est démontré.

Si A| = o, sans que Ao soit nul, Thvpothèse faite montre que Ao

est un semi-invariant du système primitif, des poids P, , Pj -i- i
, P3;

on peut écrire

Aj = SaCr-O ... ilrX) .. ,i^\u) ... V3 .. .{yX)3 .. .{ w*), ... .a, ... ,

les facteurs affectés de l'indice 3 étant en nombre P2— Pj-i-i-

S'il existe un facteur tel que ^'3, on écrira

îXj— -Vjarj = I.a{y2t) . . . v;t,^) . . . (6 | a) . . .
^^ jtp), . . . (aK), . . . {tvs)i • • •

I^^i -H Bjx,,

et l'on sera ramené au cas précédent en remarquant que le pre-
mier terme du second membre est un semi-invariant pour lequel
le théorème est vérifié. De même, s'il existe un facteur tel que

x)v)3, on pourra écrire

.iX,-A3^3 = ^i(r-O---(;'ir)...(0|«)...f,...[x,a|x)-X,(x|ar)]...(«.5),...a,-4-B,x„

et les conclusions sont les mêmes.
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Si enfin A, n'est pas nul, un raisonnement tout semblable

ramène aux cas précédents.

On raisonnera de même si l'on suppose le théorème vrai pour
les variables (ce), {y)i {^), • • •

, (if)), (^), ... et que l'on adjoigne

à ce sjstème les variables (i).

Comme conséquence particulière du théorème que nous venons

de démontrer, remarquons que si une forme f est décomposable
en facteurs linéaires, de sorte que /= n(a^'^ | x), tout invariant

de / et des variables (x), . • ., (i), . . . s'exprimera en fonction

entière des invariants tels que (xyz), (^jx), (^'0^), (a^'^ | ;r),

(a''^^7i), (a''^a'-/'ç), (a*'' a<-/^a'*^), symétriquement par rapport
aux (a''^); et réciproquement.

156. La signification géométrique des conditions obtenues en

égalant à zéro les invariants des types (xyz), (i'/jJ^), (^|x), est

évidente.

Le système linéaire S admet aussi des invariants absolus géo-

métriques tels que -~r\
—

\) , ou
, \, ~> •••• Leur signifi-

cation résultera de ce qui suit.

II. — Les faisceaux d'éléments.

157. Nous avons déjà vu qu'un élément (ç) par exemple, déter-

miné par (y) et (5), pouvait être regardé comme un espace à une

dimension, rempli parles éléments (.r^r),,^/--^),^^), pour lesquels

on peut envisager les (X) comme des coordonnées binaires.

On dit de ces éléments [x) qu'ils forment un faisceau.

Quatre de ces éléments, de coordonnées binaires (1), (a), (v 1.

(p), ont un rapport anharmonique tel que [\<j.vp)
:: -

|. w \
' ^"'

ne change pas quand on change les éléments fondamentaux [y)
et [z) de l'espace (i), ou que l'on fait une substitution linéaire

sur les variables ternaires; etc. Ainsi est défini ce que l'on doit

entendre par rapport anharmonique de quatre éléments de même

espèce, appartenant à un même élément d'espèce opposée.

Soient {y), (^), [t), (u) quatre éléments de première espèce
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alignés, c'est-à-dire appartenant à un même élément de seconde

espèce (Ç); soit (j?) un cinquième élément de première espèce

n'appartenant pas à (Ç), et considérons les quatre éléments de

seconde espèce {xy)^ {^^)i {xt), (xu). Leur rapport anharmo-

uique est égal au rapport anharmonique correspondant des élé-

menls (y), (z), (t), (u) : en effet, si (y) étant quelconque sur (|),

on lui fait correspondre [xy), on met ainsi les deux espaces (x)
cl (i) eu correspondance homographique : c'est pour ainsi dire

évident, et d'ailleurs on peut remarquer que si les coordonnées

de (y) sont (1, t^ +).2"')' (^') ^^ (^^) étant deux éléments fixes

de (i), celles de (xy) sont précisément [)v,(a:t') -{-X.2(xiv)\.

Cette correspondance homographique particulière entre les

espaces (x) et (^) déterminés par deux éléments d'espèce opposée,

4[ui
est telle que chaque élément de l'un contient son correspon-

dant dans l'autre, est dite homologie. De ce qui précède on

conclut sans peine que l'invariant absolu --—
,\

"
[ des cinq^ '

{xyu){xzt)
^

séries de variables (a;), (y), (z), (^), (m), quelconques, est égal au

rapport anharmonique des quatre éléments (xy), (xz), (xt),

ixu); de même l'invariant absolu f|J
—

!, \-^{ est éaral au rapport

anharmonique (xyqr^) des deux éléments (x), (y) associés aux

cléments de même espèce déterminés par (xy) et (^), (yj) succes-

sivement.

Le rapport de deux coordonnées — est égal au rapport anhar-

monique (xOQiQi), en désignant par O l'élément de coordon-

nées (i, I
, i).

158. Considérons deux faisceaux différents de même espèce,

par exemple ().,>' -h ^2^) et (a, i-j- «xom); ils seront homogra-

phiques s'il existe entre les
().) et les (^) une relation bilinéaire.

Pour simplifier on peut supposer les ([a) égaux aux ()v), l'homo-

graphie n'étant pas singulière. Alors, si (i) est un élément qui con-

iient deux éléments correspondants des deux faisceaux, on a

^iaiy)-^MU^) = o, X,(t|o--^«(Ç|«) = o;

éliminant les (X), on voit que le lieu géométrique de ces
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éléments (^) est la série quadratique de seconde espèce

En particularisant les coordonnées, on voit sans peine que
celte série se décompose dans l'unique cas où l'élément commun
à (y^) et à {tu) se correspond à lui-même dans les deux faisceaux

;

alors tous les éléments (^) contiennent un élément (x) fixe; on

dit que les deux faisceaux sonl Jiomo logiques ; ils sont eux-mêmes

homologiques à l'espace (^), considéré comme rempli par les élé-

ments correspondants (^).

Nous avons énoncé et démontré dans ce paragraphe, d'une façon

générale, des théorèmes bien connus de Géométrie ordinaire.

On pourrait aisément retrouver de la même façon les propriétés

projectives des transversales dans le triangle, du quadrilatère com-

plet, des polaires relatives aux angles, des polygones dont les

côtés passent par des points donnés, tandis que les sommets se

déplacent sur des droites données; etc., etc. Il suffit de donner

ces indications; traiter ces questions en détail nous écarterait

trop du but poursuivi.
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LES ÉLÉMENTS COMMUNS A DEUX OU PLUSIEURS SÉRIES.

I. — Les éléments communs à deux séries.

159. Soient deux formes, à une seule série de variables et de

même espèce, /"= axP-, g= bxP-, définissant deux séries de pre-

mière espèce, des degrés/? et p' . Ces deux séries ont des éléments

communs, que l'on peut déterminer de la façon suivante. Con-

sidérons un élément {\) quelconque, et cherchons la condition

pour qu'il contienne un élément commun ày et k g] àe{\\x) = o

OQ tire

portant dans /" et g, puis éliminant x-2 et x^ entre les deux formes

binaires par rapport à ces variables ainsi obtenues, on obtient un

résultant de degré 2/>/)' par rapport aux (i), qui, égalé à zéro,

exprime la condition cherchée; toutefois cela n'est vrai que si

l'on a ^i^r^o; si 5, =o, les équations entre lesquelles on a éli-

miné x-2 et x^ contiennent l'une p fois, l'autre p' fois le facteur

commun i2^2+i3'^3» 6t d'après un raisonnement connu, le ré-

sultant trouvé plus haut contient le facteur \p^'; si on l'en débar-

rasse, il reste une forme y, de deuxième espèce, des degrés />/>',

p' et p par rapport aux (i), aux [a) et aux (6), dont l'évanouis-

sement est la condition cherchée sans facteur étranger. Il esl

évident que cette forme y, que nous dirons équivalente à

l'ensemble (y, g), est décomposable en pp' facteurs linéaires,

d'après la façon dont on Ta obtenue.

Les séries y et g ont donc pp' éléments communs dont y = o

est l'équation : ces éléments peuvent être confondus en tout ou en

partie; si un même facteur (i[^) figure q fois dans y, on dit que
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(y) est commun q fois à f et à g. Si y est une forme nulle identi-

quement, les séries y et g ont une infinité d'éléments communs :

elles sont donc identiques, ou bien l'une, des formes y, g au moins

est décomposable, et admet l'autre ou un facteur de l'autre en

facteur.

La forme / est un invariant, manifestement.

Si l'on a

-/ = n(iia(''),

on voit qu'une fonction s_)'métrique des éléments communs («^'')

à y et g^ entière et homogène de même degré ni par rapport aux

divers systèmes («'''), s'exprimera comme une fonction entière

des coefficients (a) et [b) de /et de g^ des degrés respectifs mp'
et mp.

160. Supposons la forme f donnée, et regardons les coeffi-

cients g de {b) comme variables-, à chaque système de valeurs

des (6) correspond un ensemble de
/?/>'

éléments i^xj communs à /'

et à ^ : nous allons rechercher si ces pp' éléments peuvent être

pris arbitrairement, appartenant à f.

Supposons d'abord jd'i^/>; pour définir les éléments communs
k f et à g, nous pouvons remplacer g par g -h hf, h étant une

forme quelconque de degré/?'
—p par rapport aux (x)', par suite,

le système des pp' éléments communs àfetkg dépend au plus de

(/>'+0(/^'-^a) _ ip'— p-^i){p'—p-^'i) __
j

paramètres ;
ce nombre est égal à/?/>'

— —
? de sorte que

le système d'éléments considéré ne dépend que de ce nombre de

1 { P — •)( P — 2) .
, ,, ,

paramètres au plus, et que
—

^-~ au moins de ces élé-

ments sont déterminés par les autres. Il est facile de voir qu'il

n'y en a pas davantage; en effet, les séries g qui contiennent

pp'
— ^

'-^ éléments appartenant à f dépendent linéai-

rement de -^ -^ —pp H—--
-paramètres homo-

1 » ,
• . (p' P-*-i)(P' P-T-'-i) -1

gènes, et, ce nombre étant supérieur a -'-- ~
> il en
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résulte que les formes g considérées ne sont pas toutes composées

comme///; en d'autres termes, elles ne contiennent pas toutes/"

en facteur.

Si l'on 2l p' <C p-,
on voit tout de suite que, parmi les pp' éléments

. /. . , -i p'i'i-P
—

p'
— 3) . ^1'» • '

communs a / et a or^
il j en a ^ ^

qui sont détermines

parles autres ; ce nombre coïncide avec le précédent pour^'= /?
— i

el p'^p — 2.

161. Soit une série h =^
c,,,. de degré p" , assujettie à contenir

les/»/?' éléments communs k/ et kg; et montrons d'abord que ces

conditions sont distinctes dès que l'on a
y?''^^/? -^/>'

— 2. Pour cela,

il suffit de faire voir que l'on peut trouver une série /* de degré p",

contenant tous les éléments communs kf elk g, sauf un; si celui-ci

correspond à X2= ^s= o, on peut écrire

/ = ^ifi -^ ^3/3, g = Xïgi— X^gz.

f\ et /s, g.^ et g^ étant des formes des degrés p — i
, />'— i

;
alors

il est clair que la forme /.^s—f^ë^i ^^ degré p --
p'
—

2, contient

tous les éléments communs kf el k g, sauf celui mis à part.

Si alors la forme h de degré p" ^p -{- p'
—

2. contient

tous les éléments communs à / et ^, formons la combinaison

ll^^h— ffi
—

gg\-,f\ et ^1 étant des formes de degrés/?"
— p\

p"
— p\ h, contient comme h tous les éléments communs k f el

à g; en disposant convenablement des coefficients arbitraires

de /, et gx^ on peut réduire le nombre des paramètres homo-

gènes dont dépend linéairement h^. En faisant attention aux rela-

tions qui résultent des identités telles (\v^^ fg ^= gf, comme au

n" 116, ce nombre se réduit à

( p' -i- l){^p'-h:>. ) i p'
— p-^ l)[ p'—p -h-i) (/>'

—
/>'-r- !)(/>'— />'h-2)

">. 9. %

. (P^
— p—p'—l)fp'—p—p'-h-i)—-

,

2

le dernier terme étant applicable encore lorsque p" est égal
k p -\-p -

i ou àyt?
-—

/?'
—

2, puisque alors il s'annule.

Le nombre précédent est précisément /?/?';
donc A, étant assu-

jettie kpp' conditions distinctes, il faut que cette forme soit nulle
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identiquemeni. Par suite, la forme h est nécessairement une

combinaison telle que f/t -\- ggt.
Ce théorème s'étend au cas où l'on a p"<C.P'hp'— 2. Sup-

posons, en effet, que h de degré quelconque/?" contienne tous les

éléments communs à y et à g; il en sera de même de hxi par

exemple; si donc le théorème est vrai pour le degré />"+ i, hx^
sera de la forme fft -+- gg\ ; ff\ -^ gg\ contenant le facteur x^,

si Ton désigne par cp, ç,, d/, -j/,,
ce que deviennent les fonc-

tions y, /,, g^ o-,, quand on y fait Xi =^0, il faut avoir identi-

quement ?p'^, + (];(|/,
^ o; comme p" est inférieur à p-i-p'—2,

ceci entraîne ^, =:(j>4^o, et le théorème est démontré évidem-

ment, en supposant toutefois que les formes
cp

et «!> en x-y et ^3

n'ont pas de racines communes.

Bien entendu, ce théorème n'est vrai que d'une façon générale,
si l'on conserve aux coefficients âe f el g tout leur degré d'arbi-

traire.

Si l'on prend p" =^ p ^ p'
— 2 —

r, la forme ftf -h gt g
(p" étant au moins égal au plus petit des nombres p et/?') con-

tient linéairement -^^
-f- ^^ —-

para-2 'i.

mètres homogènes; par suite la condition de contenir tous les

éléments communs à/ et à ^ équivaut pour une série h de degré/?"

, r(r -^
i) ... .

, 1, , , ,

app — -^ — conditions simples : en d autres termes, des qu une

telle série contient/?/?'
'^ des éléments communs ày*et à ^,

elle contient les —
autres, en général. Une autre conséquence

du théorème démontré est celle-ci : si deux séries f et h des

degrés p el p" {p "^p") sont telles que pp'{p'1^p") ^e leurs éléments

communs appartiennent à la série g, de degré/?', on peut écrire

h =ff\ -h ggi, et par suite les p(p''
—

/?')
autres éléments com-

muns à y" et h, appartiennent à une série gi de degré/?"
—

p'.

Enfin, nous remarquerons que toutes les séries de degré p qui

ont ^-^'"i--AZ~"_^ — 2 éléments communs, ont/?- éléments com-

muns, et par suite forment un faisceau; en effet, si l'une d'elles est

fixe, les nouveaux éléments communs à celle-ci et à une autre

quelconque sont complètement déterminés par ceux qui sont

donnés.
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II. — Le résultant de trois formes. — Le discriminant d'une forme.

162. Soient les trois formes f-, g-, h, des degrés p, p. p" Si

les (rt"^) sont les éléments communs à /et à «•, formons le pro-

duit nA(a'''); cette fonction symétrique des (a^'"') s'exprimera en

fonction entière des coefficients {a) et (6) de /et g^ sera respec-

tivement des degrés p'p" , p"p^ pp' par rapport aux coefficients {a ).

(6), (c) des formes/, g, h.

La condition nécessaire ei suffisante pour que les formes/, g.

h aient un élément commun est R = o, en appelant R ce pro-

duit. R est le résultant des formes/, g, h; c'est un invariant

d'ordre pp'p"', c'est un combinant de ces formes, quand elles

sont de même degré.

Si h est le produit de deux formes hi et ^o, le résultant de /.

gj /test le produit du résultant de /, g,ht, et de celui de/, ^, hj-

On obtiendrait tout aussi bien R en écrivant que /contient un

élément commun k g elh^ ou que
o^ contient un élément commun

à /et A.

163. Considérons l'identité

où/i , gt, h, sont des formes des degrés p'
—

/>"
—

2, />" -t- />
—

y,

p-^p'—T..
Si /, gj h n'ont pas d'éléments communs, et si cette identité

est vérifiée, il faut que A, contienne tous les éléments communs
À / et g; donc h^ est de la (orme f/o

—
gg-z-, /s et g2 étant des

degrés/?'— 2 el p — 2. Comme au n" 118, on en déduit que
l'identité proposée résulte simplement des identités telles que

/g= g/ déjà signalées.

D'autre part, si /, g, h ont au moins un élément commun, on

voit de même que l'on peut vérifier l'identité proposée par des

valeurs autres que les précédentes.
La condition nécessaire et suffisante pour que/, g, h aient un

élément commun, est doue que l'on puisse vérifier l'identité

f/t-^sr^t-^ f'f'i
— o
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par des valeurs autres que celles qui se présentent naturellement.

En d'autres ternies les formes ©

x^i xi'- xli f, xl'^ xl'-i xl'i sr, xli x1''i xl"^ h ,

où ^( 4- 5'2 + C'a
=

/>'+ />"
—

2, ..., et qui sont déjà liées par

> —~ - relations linéaires connues, doivent être liées encore

par une nouvelle relation linéaire.

Ces formes sont en nombre y^
^P ^ '^P ^ "

1, et con-

tiennent chacune ~—- ^— termes : la dilie-

reace entre le nombre précédent et celui-ci est précisément

y p(p~^)

r\ J j (P -^ P'^P")iP -^P'-^P"—^) j eUn prendra donc — ^ ^ des lormes
cp,

et

l'on écrira le déterminant R, de leurs coefficients, déterminant

que l'on peut supposer non nul, par un choix convenable des

formes considérées. Ecrivant alors les relations connues entre

les formes ç, et appelant R2 le déterminant des formes non choi-

sies tout à l'heure dans ces relations, on voit comme au n° 118

que R est précisément le quotient
~ des déterminants V^.^ et R2,

» »• . j j (p -^p'-+-p")(P -^p'-^p"
— •>

qui sont respectivement des ordres -~— ~—
*'- 7,^^.—— ' nombres dont la différence est "Zp'p" .

Observons que si k est une forme donnée quelconque du

<legré p -^ p' -\- p"
—

2, on peut toujours vérifier l'identité

fji. -+- gg\ -^ hhi-\- kki = o,

k^ étant une constante, et cela en dehors des relations connues

entre les formes ©; alors, on peut évidemment prendre pour Âj le

résultant R.

164. Voici d'autres moyens de calculer le résultant des trois

formes y, g^ /t, analogues à ceux du n" 65 dans le cas de deux

formes binaires.

Supposons les trois formes /, g, h du même degré /?,
et
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écrivons-les ainsi

Pti P-îi Pz élanl trois entiers positifs dont la somme est
/? -j- 2;

cette décomposition est toujours possible, et même de plusieurs

façons, dont on choisira l'une arbitrairement.

Il j a
" "^^

systèmes possibles pour les nombres p, , p^. p^ :

considérons alors les —^ déterminants tel que

/. /. /s
I

g\ gi gi \

h\ h* Aj I

on obtient ainsi —- formes de degré 2p — 2 qui s'annulent

en même temps que/", g, h si ces formes ont un élément commun,
et si l'on prend {a:) pour cet élément.

Adjoignons à ces formes les formes des types

a:t'^'^'/. ^'^?'^'^> x^^'xV^xl^h,

où ç, -I- ^2-i- 73 = />
—

2, qui sont dans le même cas. Nous avons

ainsi en ionl p(^p — i) formes de degré 2/>
—

2, et le détermi-

nant de leurs coefficients, d'ordre p{'>^p
—

i) et de degré total 3/y-

par rapport aux coefficients de/", g, /i, est évidemment le résul-

tant R de ces formes.

Autrement, soit J le jacobien des formes y, g^ h; les degrés de

ces formes étant toujours égaux à /?, les dérivées partielles de J

s'annulent en même temps que^^ g, h. Alors on considérera les

formes de degré 3p —-

4, en nombre 3(2/>-
—

5/?-t-4 '• et renfer-

3
mant chacune -

(/>
—

^}{^P
—

2) coefficients

^' &,' ë,' ^•^^^•/. -?"-l^^'^. x7.x^-xv./,,

où Çi -\- q2
—

f/3'= ^p — 4 i
ces formes sont d'ailleurs liées par
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—i —- relations linéaires connues. Les égalités

3(/>-2)(/)-3.) _ 3(p — i)(3p
—

9.)

5{2jy^—5p-^'l) —
2

3/ \/Q N 3(/>— 2)(/>
— 3)-

(/)
—

i)(3/>
—

2)
-i

_

^^ + 6 = 3/?2

montrent alors qu'on obtient le résultant R sous la forme du quo-
tient de deux déterminants, comme au numéro précédent.

Lorsque les degrés de y, g^ h ne sont pas égaux, on ramènera

ce cas au précédent comme au n" 65; on introduira ainsi des fac-

teurs étrangers, toujours faciles à déterminer.

On peut encore, dans le cas général, envisager le jacobien J et

les formes œ^' xt- x^'f, ....... où
</, + ^2 -f- ^3= />'+ />"— 3, . . .,

et l'on voit sans peine que l'on obtient encore le résultant comme

quotient de deux déterminants.

165. Lorsque trois formesy, g, h ont leur résultant nul, on peut
déterminer le nombre et les coordonnées des éléments com-

muns par des considérations toutes pareilles à celles du n" 119.

Comme dans le cas des formes à deux séries de variables

binaires, dont la théorie a de nombreux points communs avec

celle qui nous occupe (et ceci n'a pas lieu de surprendre, puisque
le nombre de variables indépendantes non homogènes est le même
dans les deux cas), nous laisserons de côté la détermination directe

du nombre des éléments communs kf, g, h.

166. Le discriminant S d'une formey=a^;' est le résultant

I .
• j ' • ' .-11 ^ df i df i dfde ses trois dérivées partielles

- --, - ~, - -—--
^ p OCTi p 0X1 p 0X3

C'est un invariant d'ordre /?(/?
—

i)-, et de degré 3(p
—

i)- par

rapport aux coefficients (a) de f. Nous verrons plus bas quelle

est la signification de la condition S = o.

Le discriminant du produit de deux formes est nul identique-

ment, car les dérivées partielles de ce produit s'annulent pour
tout élément commun aux deux formes.

Nous ne ferons que signaler l'extension possible des théories

contenues dans ce Chapitre au cas où l'on envisagerait des formes

à deux ou plusieurs séries de variables binaires ou ternaires.



CHAPITRE IV.

LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SÉRIES.

I. — Les formes équivalentes.
Les polaires. Les éléments tangents. — Les éléments multiples.

167. Soit une série de première espèce et de degré /?, d'équa-

tions /*= ax/'=^o. Si nous cherchons ses éléments communs avec

un élément (^) quelconque, nous savons qu'ils sont en nombre p,

et il est facile de former leur équation. En particulier, on peut
former l'équation /[^(ç2J"2-^ ia^a), Çi-2^25 Ç1X3] := o, qui définit

les coordonnées — de ces éléments, si ^4 n'est pas nul.

Écrivons que, parmi les/? éléments communs k f eX. à (^), deux

au moins sont confondus; à cet effet, nous formerons le discri-

minant de l'équation précédente, de degré 2/>(/?
—

i) par rap-

port aux (^), et nous en supprimerons le facteur étranger évi-

dent Hf'^"". Nous obtiendrons ainsi une forme 'j de seconde

espèce, de degré p{p — i), qui, égalée à zéro, exprime la condition

nécessaire et suffisante pour que (i) ait deux éléments communs
confondus avec/, o est clairement un invariant d'ordre p(p — 1),

de degré ^p{p — i) par rapport aux coefficients (a) de y.
Nous dirons de cette forme es qu'elle est équivalente à. /. Si f

n'est pas irréductible et admet un facteur multiple, la forme
ç)

est

nulle identiquement. Si y* est décomposable en un produit de fac-

teurs linéaires distincts, n(a<''ja;), il est clair que ç>
est de la

forme n{y.^'> olU'^)-.

168. Définissons maintenant l'élément (^) par deux éléments

de première espèce (y) et (3), de sorte que l'on ait ^i=(^yz)i, et

qu'un élément quelconque de (i) soit {'kiy -{-"k^z). Pour définir
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les éléments communs à/el à (l), on aura l'équation

le discriminant de cette forme binaire par rapport aux
().) s'expri-

mera à l'aide des (i) et sera la forme o équivalente à/.
Cette équation nous donne aussi tout de suite la signification

géométrique des polaires de /égalées à zéro. Si l'on appelle (X'' )

les racines de cette équation, et si (y) et (z) sont tels que

ciyv-''z'' ^~-0, on a

si alors (^"') est l'élément qui, dans l'espace (^), a pour coordon-

nées
()^^'^),

le rapport anharmonique (^yzt^'U^^) est égal à —.—K;
1 2

par suite, la relation précédente peut s'écrire

i:(jK^i'i'^('.')(7^<<2'^('V) . . . (j^/(/')f ('/,))

-
o,

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons (^"»'),

(i('.^), .... (i(^A') des éléments (^), A à A, el{t^''>),{t^-'>), ..., (t^^ )

restant fixes. On peut aussi écrire dans les mêmes conditions

L'une ou l'autre de ces équations définit les p — h éléments (y)

qui, sur (^), appartiennent à la
/>"'™'' polaire de (z) ; d'après le n"62,

ils forment le système polaire d'ordre h de {z) par rapport aux

éléments communs à / et à (ç), dans l'espace (i). En particulier,

pour h - I
,
on a

pour II ^^ p — I
,
on a

169. Supposons que {y) soit un élément déterminé de f, de

sorte que «j/-- o; l'élément quelconque (i) ou {yz), conte-

nant {y), a [y) commun avec f une seule fois seulement en

général, car on n'a pas ayv-iz'=^ o- Si cette condition est vérifiée,

sans l'être quel que soit (^), alors (^) appartient à la (/>
—

i^'t-me

polaire de (y), qui est une série linéaire, ou un élément de

seconde espèce (rj); on voit que cet élément (7^),
et lui seul parmi
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les éléments (i) qui contiennent (y), admet {y) commun avec/"

plus d'une fois, et en général deux fois : il est dit tangent à f
en (jk), et {y) est son élément de contact.

Cette notion s'étend aux séries linéaires; en chaque élément (x)
d'une telle série (ç). Vêlement tangent est (i) lui-même.

170. Généralement, supposons que Oyp-'zi • - -
, ajf-*+is*-i sont

des formes nulles identiquement quel que soit (5), sans qu'il en

-. >it de même de
Oyr-t'z''-,

ce qui exige que les dérivées partielles de

l'ordre h — i de y soient toutes nulles pour l'élément (j), sans

qu'il en soit de même pour les dérivées partielles d'ordre h] on dit

alors que {y) est un élément multiple d'ordre h de f : tout

élément (i) contenant {y) admet {y) h fois au moins commun
avec f.

Les éléments particuliers (s), tels que l'on ait «^^^4=0, déter-

minent des éléments {r^) qui ont plus de h éléments confondus en

{y^ communs avec f^ en général /t -F- 1. Ces éléments (t,) sont en

nombre /i, distincts ou confondus, car ici aye-t-gi' se décompose
en h fadeurs linéaires par rapport à (5), puisque si (s) vérifie

léquation a^p-t'J^^o, il en est de même, d'après ce qui précède,
de tout élément appartenant à (j'-). Ces éléments {r^) sont encore

dits tangents à/ en {y).
En général, une série/ n'a pas d'éléments multiples; si, en effet,

(y) est un tel élément, les dérivées partielles du premier ordre

dey doivent s'annuler pour (y); et réciproquement, si ceci a lieu,

{y) est un élément multiple, en général double, pour f. De là

résulte la condition nécessaire et suffisante pour quef ait au moins
un élément multiple : c'est que son discriminant soit nul.

Les polaires aj^-tj^^=^o d'un élément (r) appartenant à/", qui
ne disparaissent pas identiquement, admettent cet élément avec le

même ordre de multiplicité, et j ont les mêmes éléments tangents.
La polaire ajf^i-£= od'un élément quelconque {z) admet comme
lément multiple d'ordre h— k tout élément multiple {y) d'ordre //

dey. Ces propositions se démontrent sans peine, par exemple en

supposant que l'élément multiple {y) est O, et remarquant que/
prend alors la forme

As. — I. ,,
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les // étant des formes en x-i et x^ de degré marqué par l'indice.

lciy/j=o est l'équation des éléments tangents ày en O).

171. Si deux séries f=zaxr, g = bxi" ont un élément (y)

commun, multiple des ordres h et h' respectivement pour ces

deux séries, il compte au moins hh' fois parmi ]es pp' éléments

communs à ces deux séries; il ne compte pas davantage si ces

deux séries n'ont pas d'élément tangent commun en (y) ;
il compte

au moins hh' -+- q fois, si les éléments tangents en (j^) à y et à g
coïncident en nombre q.

Pour démontrer ce théorème, supposons que (jk) coïncide

avec 0<, et écrivons comme tout à l'heure

Si dans ces équations nous remplaçons Xs par -^j et si, entre les

nouvelles équations obtenues, nous éliminons X{ et
.r, ,

nous

obtenons un résultant R qui n'est pas nul identiquement siy"et^
n'ont pas une infinité d'éléments communs, et qui est, d'après les

propriétés de poids des résultants, du degré

{p - h){p'-h') - h{p'~ h') -f- h')p - ;o

ou pp'
— hh' par rapport à x^ et x^. Aux racines de R = o cor-

respondent/?/?'
— hh' éléments communs k f el g, autres que Oj

en général, ce qui démontre la première partie du théorème. Si^/^

et gh" n'ont pas de racine commune, aucun de ces éléments ne

peut coïncider avec Oi, car pour chacun d'eux on a x\ ^o. Mais

si fh et gh' ont q racines communes, distinctes ou confondues,

l'équation R = o, qui peut s'écrire sous la forme y)iF + gh'Gi = o,

évidente d'après la formation du résultant, admet ces q racines,

et à chacune d'elles correspond de nouveau O, comme élément

commun à y et à ^. Le théorème est ainsi complètement démontré.

On voit en même temps comment on pourra déterminer, sans

recourir au procédé général du n" 159, combien de fois Oj est

commun à/et à ^ dans tous les cas possibles.

I7â. Si les deux séries f et g ont en commun q 4- i fois un

élément {y) simple pour chacune d'elles, on dit qu'elles ont
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en (y) un contact d'ordre q; en général, q est égal à i, et le

contact est simple : les deux séries sont simplement tangentes.

Cherchons la condition pour que/ et g soient tangentes. Si (x)

est l'élément de contact, on a

AL ^ K
dXi dx^ dx^

/ = o. g^o.
àg àg dg
dx\ dxj. dx^

l'une de ces équations étant d'ailleurs une conséquence des autres.

Éliminons les {x) entre les équations

f^o g==o ^^-^^=o-
•' '

dxi dxs dx3 dx<,
'

on obtient un résultant T' des degrés p'{ip-\-p
—

2) et

p(^ip'+ p — 2) par rapport aux coefficients
(rt) et (6) de f

et g; mais si X| est nul, et seulement dans ce cas, on ne peut
rien déduire des équations employées relativement au rap-

ÉL

port
'

; d'ailleurs, si l'on a /= o, g =:o, avec x^ = o, la troi-

dxi

sième équation employée est vérifiée d'elle-même, puisque

Xi H X3 = O, Xi r- X3 -— = O.
OXi àXz 0X2 0X3

Le résultant T' contient donc comme facteur étranger le résul-

tant de /(o, X21 X3) et ^(o, x^, ^3), des degrés p' et p par rap-

port aux (a) et aux (b); en l'enlevant, on obtient la condition

cherchée T = o, où T est un invariant des degrés p' {2p -+- p'
—

3)
et p(2p'-T-p

—
3) par rapport aux (a) et aux (b), d'ordre

/?/>'(/> -f-p'— 2).

On voit d'ailleurs que T s'annule aussi dès que / par exemple

possède un élément multiple appartenant à g : nous pouvons
donc dire que ï =^ o est la condition nécessaire et suffisante pour

que deux des éléments communs à /et à ^ soient confondus.

173. Si trois séries y, g^ h des degrés/?, p', p" ont en commun
un élément [x)^ multiple des ordres h, h', h" respectivement, on

voit sans peine que la série jacobienne, obtenue en égalant à zéro

le jacobien J(/, g^ h), admet cet élément comme multiple de
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l'ordre h + h' -\- K'— i au moins; si ^ = Ç^
— ^, l'élément est

h h A

multiple /i+ A' 4- /^"— i fois au moins; si l'on a seulement ^r= P~,
h, h

il n'est multiple que h -f- }\! -\- li"— 2 fois en général, mais il admet

les éléments tangents à y comme éléments tangents; etc.

Lorsque p z= p'= p"^ on voit encore que la jacobienne est le

lieu des éléments doubles des séries y^]/-!- "^2^ -f- ^^s^^ = «•

II. — Les séries tangentielles.

174. Cherchons les éléments (;) tangents à /qui contiennent

un élément donné (y)', si (x) est l'élément de contact, on a

pour déterminer (x) les deux équations axi' = o, axi'-w=^ o, qui
donnent p(p — i) solutions. L'équation de ces éléments (^) est

obtenue en égalant à zéro le discriminant de

elle est de la forme

ttxvg^ alr-iyh =-- o,

g et h étant des formes des degrés /?(/>
—

2) et (/?
—

i)(/?
—

2),

comme l'on sait; on voit que les éléments communs à/et aux (^),

autres que les éléments de contact, appartiennent à la série li = o,

de degré (p
—

i)(/>
•—

2); d'ailleurs h est le discriminant de

paxv-^yXP-^ -f- . . . + ayA'î~^
—

o,

de sorte que li est de la forme

a.€V-^yg\ -^ alp-iy'.gi
^ o

;

donc les séries /i = o et axr-'y--=- o sont tangentes aux éléments

communs aux deux premières polaires de
( )).

Mais les solutions trouvées comme éléments de contact [x) ne

sont acceptables, {y) restant arbitraire, qu'autant que (x) n'est

pas un élément luultiple, et précisément la série axi>-^y=- o^ qui

est la première polaire de {y), contient tous les éléments mul-

tiples de y : il faudra donc ôter les solutions correspondantes

pour avoir le nombre véritable de solutions proprement dites,

nombre qu'on appelle la classe t: de la série f.

Si {y) est un élément ordinaire de /, les deux séries aj:i>=^o,
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axp-iy= o contiennent (y), et y sont tangentes, d'après ce qui a

été dit plus haut; donc ( ») compte au moins deux fois comme

élément de contact.

475. La forme o équivalente à/ est de degré p(p — i).
Il est

évident que, égalée à zéro, elle représente la série des éléments (ç)

tangents à/, et en outre les éléments multiples de/, chacun d'eux

autant de fois qu'il compte comme commun aux séries axP^=o,

ajcP-^y= o, {y) restant arbitraire. Si l'on ôte les facteurs qui cor-

respondent dans 3 à ces éléments multiples, le degré du facteur

restant
-^o

est la classe - de /; ç;o=<> représente la série des

éléments (i) tangents -à f.

Cette série Sq peut être traitée commet; si (^) est un de ses

éléments, tangent kf en {y), comme, d'après ce qui a été dit plus

haut, " j) et Jîo ont (^) commun au moins deux fois, {y) est tan-

gent à 'liû' et t i) est son élément de contact. La forme y© équi-

valente à 'c>Q contient donc y, et en outre les éléments multiples

de c3o, ou éléments tangents multiples def, chacun d'eux autant

de fois qu'il compte comme commun à Oq et à la première polaire

de l'élément arbitraire (r,) par rapport à Sq ;
le degré de fo

est r.{7z
—

i) ;
la classe de Oq est p.

176. On voit que les formes y et c3o jouent l'une par rapport à

l'autre un rôle parfaitement réciproque; chacune des séries ainsi

définies est la série des éléments tangents à l'autre. Aussi dirons-

nous que chacune d'elles est la forme tangentielle de l'autre.

La forme tangentielle cpo
d'une forme donnéey ne doit pas être

confondue avec sa forme équivalente es : celle-ci est un invariant

de y lorsqu'on laisse aux coefficients de cette forme toute leur

généralité, comme nous l'avons toujours fait; la forme tangen-
tielle n'existe, différente de 3, que si les coefficients dey vérifient

des relations particulières, et ne peut être regardée comme un

invariant de la forme généraley
Si y n'a aucun élément multiple, cso n'est autre chose que o] on

a alors t. zi^pi^p
—

i), et par suite la série
çjq

a nécessairement des

éléments multiples, sauf pour p^^-i, car, hors ce cas, on a
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Ce qui précède cesse de s'appliquer dans deux cas :

1° Si /contient des facteurs multiples; alors
cp

est nulle identi-

quement;
2" Si /contient des facteurs linéaires; si, en effet, /contient

l'élément (^), l'élément tangent en {y) sur (^) est {l) lui-même;
mais

Ç5
= o ne le représente pas, et /o ne le contient pas.

III. — Les éléments inflexionnels. — Les éléments stationnaires.

i77. Si [y) est un élément simple de la série/=:o, l'élément

tangent (i), d'équation axyp-^^
= o, n'a en général {y) commun

avec/ que deux fois : mais, en des éléments particuliers, (^) et/
peuvent avoir un contact d'ordre q supérieur à l'unité; il en sera

ainsi, d'après le n° 168, si les polaires successives

ax^'y-r-"-
= 0, . . .

, cix'iyr~-'i
— o

contiennent l'élément (ç), sans qu'il en soit de même de la sui-

vante.

Lorsque q =^ 2, ce qui est le cas le plus général, nous dirons que
l'élément {y) est inflexionnel sur /; l'élément tangent (^) lui-

même sera dit élément tangent stationnaire pour/; on dit aussi

que c'est un élément stationnaire, ou cuspidal, de la série tan-

gentielle csq. En général, une série /a un nombre limité d'éléments

inflexionnels, et n'a pas d'éléments tels que l'ordre du contact de/
avec l'élément tangent soit supérieur à i.

Voici comment on peut déterminer les éléments inflexionnels :

en (jk)? supposé tel, la polaire ax'-yp--=o se décompose, d'après

ce qui précède, en deux éléments de seconde espèce, et par suite,

d'après la théorie des formes quadratiques, exposée plus loin^

on a

à'-f
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Réciproquement, si (y) est un élément simple de /appartenant
aussi à H, la polaire ax-yP--= o se décompose en deux éléments

de seconde espèce, et, d'après ce qui a été dit à la fin du n" 170,

l'un de ces éléments est l'élément tangent (i), qui, par suite, a un

contact d'ordre supérieur à l'unité avec /, et en général est

stationnaire.

Les éléments inflexionnels de /sont donc les éléments simples

dey communs à /et à H, pour lesquels l'ordre du contact de/
avec l'élément tangent ne dépasse pas 2; ils sont en général en

nombre 3/»(/? ^2), puisquele hessien de/est de degré 3(/?
—

2).

Si p^^9., le hessien est une constante, qui ne s'annule que
dans le cas où /se décompose en facteurs linéaires, comme nous

le verrons plus loin.

Si / contient un facteur linéaire à la puissance k, H contient

ce facteur à la puissance 3A" — 2, au moins, ainsi qu'on le vérifie

sans peine.

La série H contient évidemment tous les éléments multiples

que peut posséder/; la présence de tels éléments diminue donc

le nombre normal des éléments inflexionnels indiqué plus haut.

Si {x) est multiple d'ordre h pour/, il le sera en général d'ordre

3/t — \ pour H, et les éléments tangents à / en (^x) le seront

aussi à H.

Enfin, nous remarquerons qu'un élément (^y) pour lequel l'élé-

ment tangent a avec / un contact d'ordre supérieur à deux peut
être regardé comme la réunion de plusieurs éléments inflexionnels

ordinaires, et aussi qu'on peut concevoir de tels éléments coïnci-

dant avec des éléments multiples de/: mais nous n'entrerons pas
dans les détails relatifs à ces cas exceptionnels.

178. Si {y) est inflexionnel sur/, la première polaire d'un élé-

ment quelconque {z), appartenant à l'élément (i) tangent à /
en (jk), est elle-même tangente à /en {y)j et par suite admet (y)
commun avec /deux fois. En effet, les éléments communs à(;)et
à la première polaire de (:;) forment le premier système polaire

de (^ ) dans l'espace (ç) par rapport aux éléments communs à/
et à (Ç) ;

trois de ces éléments étant confondus en {y)^ il est clair,

d'après les propriétés des polaires binaires, que la première po-
laire de (c) a avec (ç) deux éléments confondus en {y). Si, de
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plus, (z) vient en (y) et seulement dans ce cas, (y) devient, par
le même raisonnement, trois fois commun à la première polaire

de (z) et à (ç).

Il résulte immédiatement de ce qui précède que (ç) est un

élément double pour la série tangentielle Oq de y, et que (y) est

l'unique élément tangent correspondant, admettant (^) commun
avec y trois fois.

Ce résultat est d'accord avec ce qui a été dit plus haut sur la

diminution du nombre des éléments inflexionnels causée par la

présence des éléments multiples; si, en effet, ./n'a pas d'éléments

multiples, o^ doit en avoir assez pour n'avoir pas d'éléments in-

flexionnels qui seraient multiples pour/, contrairement à l'hypo-

thèse.

179. Si (y) est un élément quelconque, sa polaire d'ordre/?
—

'i,

a'xiyp-^
= o, se décompose en éléments linéaires si [y) appartient

à la série hessienne H de y, et seulement dans ce cas : telle est la

signification géométrique générale de l'équation H = o.

Les deux éléments (ç) dans lesquels se décompose alors la

polaire considérée ont en commun un élément (5), qui, d'après

la théorie des formes quadratiques, est défini par les équations

compatibles

àjiàfi dy^Jfi dy^dji

la série formée par ces éléments (:;) est appelée la série steiné-

rienne S àe f.

D'autre part aj./;-i-= o étant l'équation de la première polaii'c

de (5), on voit que l'on peut dire encore que la série S est le lieu

des éléments [z) dont les premières polaires ont un élément

pouble (j> ), puisqu'alors celui-ci doit vérifier les équations précé-

dentes; de plus la hessienne H est la série de ces éléments

doubles {y).

La série des éléments {y:^) est la série caylcyenne de f.

Pour/? = 3, les séries H et S coïncident évidemment; (y) et (:;)

sont dits correspondants sur celte série.

On peut étendre le champ de ces considérations en envisageani

encore la série des éléments (l) dans lesquels se décomposent les
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polaires ajc^byp--^^ o, lorsque (y) apparlienl à H; la série des élé-

ments (y,) tangents aux polaires axi'-'z^=o en {y) lorsque (;)

appartient à S; etc.

IV. Les singularités ordinaires. — Les formules de Plûcker.

180. Soil /=flrji'= o l'équation d'une série quelconque que
nous supposons ne contenir ni séries multiples, ni séries linéaires.

Si nous appelons singularités ordinaires celles qui se ren-

contrent nécessairement dans une telle série f ou dans la série

tangenlielle o^, ce qui a été dit nous conduit à considérer quatre

espèces de singularités ordinaires pour /":

a. Un élément double avec éléments tangents distincts;

a. Un élément tangent double avec éléments de contact dis-

tincts;

^. Un élément inflexionnel;

b. Un élément cuspidal ou stationnaire; c'est-à-dire encore un

élément double, mais avec un élément tangent unique, qui admet

l'élément double en commun avec la série trois fois seulement.

D'ailleurs, pour préciser encore davantage, nous supposerons,
dans les cas {a) et (a), que de même chacun des éléments tan-

Sfents en l'élément double admet celui-ci commun avec la série

trois fois seulement.

Les singularités des espèces («), (a), (6), (?) sont respective-

ment les singularités des espèces (a), (a), (?), (6) pour la série

tangentielle c^^.

Si nous supposons que f n'admet que des singularités ordi-

naires, et que les nombres de ces singularités soient respective-
ment d, 0, r, p pour les quatre espèces (a), (a), (6), (^), on peut
facilement trouver des relations entre ces nombres, le degré p
de/, et le degré

- de ©o qui est aussi la classe de/.

181. On sait que la classe de/ qui serait/?(/>
—

i)
si /n'avait

aucun élément double, n'est diminuée que par le fait de ces

éléments doubles. Quelle est l'influence de ces éléments doubles?

Considérons d'abord un élément double à éléments tangents dis-
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tincts; en le choisissant pour O) et prenant les éléments tangents

pour Qo et Q^, on peut écrire

fi étant une forme de degré i par rapport aux variables Xo, et x^.

La première polaire de l'élément [y) quelconque peut alors

s'écrire

les gi étant analogues aux fi. Elle a en Oj un élément simple,
l'élément tangent étant distinct des éléments Q.^ et Q3 tangents
en O) ày : on voit même qu'il est conjugué harmonique de 0,^'

par rapport à Qo et Q3, Par suite, O, est commun à / et à cette

polaire deux fois seulement, et chaque élément analogue à O,

diminue la classe de deux unités.

Supposons maintenant que f admette en O, un élément cus-

pidal; l'élément tangent étant pris pour Q3, on a

et dansas, le coefficient de xl n'est pas nul, puisque Q3 doit avoir

Oj commun avec /trois fois seulement.

La première polaire de (y) est ici

•^x.y^x'l-^-^x';
-^

[(/>-
2)7, 371^72

j~^
-HJK3

^^J-^...-t-^/._i-o;

elle admet O, comme élément simple, avec même élément tangent

que f; par suite O, est commun trois fois au moins à /et à cette

polaire : il ne l'est pas davantage, comme on le voit sur le cas par-

ticulier très simple
/= xlxi-:'axl;

donc tout élément analogue à O) diminue la classe de trois unités.

Évaluons de même la diminution produite dans le nombre des

éléments inflexionnels de /par les éléments doubles.

Prenons les mêmes notations que ci-dessus; pour un élément

double ordinaire, situé en O,, la hessienne s'écrit

elle admet O, comme élément double avec les mêmes éléments

tangents que/; donc O, est commun six fois au moins à /et à H.
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Jais si l'on suppose que les éléments tangents à / en O, n'ad-

nettent pas 0| commun plus de trois fois avecy, ce qui revient à

lire que les coefficients de x^ et de xl dans /^ ne sont pas nuls,
'

et H n'admettent pas O4 commun plus de six fois, comme on le

'oit sur le cas particulier simple

y = xiTiJc^^ ax\ — bx\,

lans lequel
H =^ iXyXiX^— &ax\ — (Sbx\.

Un élément double ordinaire diminue donc le nombre des

•léments inflexionnels de six unités.

Enfin, pour un élément cuspidal en 0|, on a^ dans les mêmes
îonditions que précédemment,

H = - 1{p-^){p ~i)x\P-^xl^ - x\P-^^g,~. ..-^gsp-B,

le sorte que la hessienne admet O, comme élément triple, deux

les éléments tangents étant confondus avec Û3 tangent à y, l'autre

;tant distinct; Of est donc commun au moins huit fois ày et à H;
l ne Test pas davantage, comme le montre le cas particulier déjà

;mplojé. Par suite un élément cuspidal diminue le nombre des

éléments inflexionnels de huit unités.

182. De ce qui précède résultent les relations immédiates

~^p(p — i)
— '^'^— 3r,

p
—
ipip — "2 )

— 6d—Sr,
;t de même

p =^ t{tz ~^ )
— 20 — 3p,

r = 3Tr(-n
— a»—^60 — 8p;

'une ou l'autre de ces dernières formules donne encore

ïO==/)(/)
—

.i)(/)2
—

9)
—

4c?(/?ï—/?— 5)— 3r(2/>î
—

2/)
— 9)— (ïc^-^Sr/i;

)n aurait de même 2ci en fonction de t:, o et o.

On peut écrire aussi celte dernière formule

^^ =
J />(/>

- 2)f/>î- 9)- 2c/(- -^
4 )

—
3a-(- — 3j— 2</(rf

— i)-6r/r- ^r{r — i),
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et, SOUS cette forme, on pourrait l'obtenir directement : en effet,

d'après ce qui sera dit au n" 198, si d= r = o, on trouve

=
^/?(/^

— a)(/^'— 9);

si maintenant d et r ne sont. pas nuls, il faut supprimer les solu-

tions qui correspondent aux éléments tangents menés par les élé-

ments multiples et aux éléments qui contiennent deux éléments

multiples : on arrive alors sans peine à la formule ci-dessus.

Telles sont les yb/'mw/e^ de PUlcker, reliant les nombres/?, t/,

r, u, B, p ;
elles sont indépendantes au nombre de trois seulement.

On remarquera les relations

l>p
— / -= 3-n: — p,

ip -^i)ip-^-i) ,
.^,.

(Tr-^i)(Tr^a) .— a — 2 /• = — —-2 0,
1 'J.

'

dont la seconde exprime que les séries /et cpq dépendent d'autant

de paramètres indépendants, et surtout celle-ci

{p —l)ip — 1) , (-71
—

i)(Tr
—

•>.)

le nombre g est le genre des sériesy et
cpo-

Il est facile de voir que g n'est pas négatif, c'est-à-dire que

d -{- 1^ n est pas supérieur a — ~- -> si touteiois la série /

ne se décompose pas en séries de degré inférieur. Si, en effet.

/ avait — -^ ^- I éléments doubles, prenons une série //

contenant tous ces éléments et qui soit de degré/?
—

2; cette série

pourra encore être assujettie à contenir p — 3 éléments arbi-

traires de f, car

{p-^i^P_-^ ^ , _.^ _ 3 = RLPIZ^^I _
. ;

1 1

1 /• / \{p — 1)(/) -2) 1 .> ,1'
alors / et li ont en commun 2 — -^ h i \+ p — J élé-

ments au moins; ce nombre est égal 'dp(p
— 2)+ 1

5
donc il faut

que y et h aient une infinité d'éléments communs et, par suite,

que/ se décompose.

Remarquons que si c?= o, on ne peut avoir, sauf pour /?
= .')
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Il eflet, les formules de Pliicker donnent alors

3

Si or =:; o, on ^ cl -^ r^^ — -^
-; si alors une série h de

degré/?
— 2 contient les éléments doubles Aefelp — 3 éléments

arbitraires de y, un raisonnement semblable au précédent montre

<|irelle a encore avecy un élément commun et un seul qui, d'ail-

leurs, peut être choisi à volonté puisque, dans ce cas, h dépend
linéairement d'un paramètre; il en résulte que les coordonnées

des éléments de^" peuvent s'exprimer rationnellement en fonction

de ce paramètre; la sériey est dite rationnelle.

On arrive au même résultat en prenant h de degré p — i
,
et

l'assujettissant à contenir les éléments doubles de f ainsi que

2/>
— 3 éléments arbitraires fixes dey
Nous démontrerons plus loin la réciproque de la proposition

que nous venons d'obtenir.



CHAPITRE V.

GÉNÉRATIONS DIVERSES DES SÉRIES TERNAIRES.

I. — Théorie générale de l'élimination.

183. Pour résoudre la plupart des questions que nous nous

proposons de traiter dans ce Chapitre, il est tout d'abord néces-

saire de donner une théorie générale de l'élimination.

Le problème le plus général de l'élimination peut s'énoncer

ainsi :

Considérons m séries de variables homogènes,

.T,,
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communes est que l'on puisse vérifier l'identité

«'i, par exemple, étant un polynôme analogue à y, ,
et des degrés

par rapport aux (x), (y)- • • •; de plus cette identité devra être

vérifiée par des solutions autres que celles qui se présentent naturel-

lement, et qui résultent des relations telles que/^i/a
—

^2/1 = o?

où les seconds facteurs sont supposés développés. Les premiers
membres de ces relations sont eux-mêmes liés par des relations du

second ordre telles que

et ainsi de suite.

Ceci posé, on voit que l'on est amené à écrire que des formes

telles que

où

sont liées par une relation linéaire, indépendante des relations

du premier ordre citées plus haut.

Le nombre de ces formes est

=
Zj P^ (P2

—
Pz
—

- -^Pn)(Pî--- P3— - -—Pn— i) .(Pi-^ Ps-^- --^Pa— ni +^1 1/1,-1

r /»;— 1

le nombre de termes distincts dans chacune d'elles est

'=
j,-— (Pl^ Pî— -^ Pn)(Pl^ Pî-i- . -^Pa—l) • . -(pi-^Pî-i-. ..^pn— "i-l- tl)

t

IV-,
(qi-^ qi

—
- ---^ qn){qi-^ qi-^- ---i-qn

—
i) (qi— qi

— .- .-h- q,i— n,-h

elles sont liées par des relations du premier ordre en nombre

y p {P3— Pi^- ^ Pn){pz-^ Pi
—

• .
— p,i— ^) (ps^ Pi-^ -^p.i— rh-h

p {q3—qi— ..-—qn)iq3—qi— ...-^qn— 1) . . .{qs-^ qi-^ . ..^q„ — «j-i-* n.— 1

IX V
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les premiers membres de ces relations sont liés par des relations

du second ordre en nombre :

^™ i^nj
—

I

X 75 (^i
-
^5
— •• •^-<7«)(5'*-^^5-+ ••• — '7«— 0- -(«ZV-^ ^5-t-- • •--g'«— ll,-\-'X)

et ainsi de suite, jusqu'à des relations de l'ordre n — a, en nombre

N„-i =V p Pn(p,i—l)-- • (Pn~ fh-^-'i-)
•^" T/l,

— 1

1/1 .,—1

on vérifie sans peine que l'on a

alors la condition cherchée se présente sous la forme

DD,.Di...

]) étant un déterminant d'ordre N tiré des N, formes obtenues;

Di étant un déterminant d'ordre N, — N tiré des relations du

premier ordre; Do étant un déterminant d'ordre No— N,-!-]N

tiré des relations du second ordre; et ainsi de suite.

Les coefficients des formes et des relations sont linéaires par

rapport aux coefficients des formes données; le degré du résul-

tant R par rapport à ces coefficients sera donc

N-(N, — N) + (N2— N,^N)~-...,

ou bien, en faisant le calcul,

chaque terme renfermant n — i facteurs d'indices difierents, dont

rit
—

I sont des pi.

Par rapport aux coefficients de J\ par exemple, on voit sans

peine que le résultant R est d'un degré égal à la partie de la somme

précédente qui ne contient aucun des nombres/?,, ^1, /•( ,
. . ••
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Ce degré est évidemment le nombre des solutions des équations

A = o, f3 = o, ..., /« = o;

car le résultant est à un facteur numérique près le produit des

valeurs de fi pour les solutions des équations précédentes.

On exprimera que parmi les systèmes de solutions communes

îif.^ z=o, f3 = o^ . . .
^ f,i
= o,i[ y en q qui appartiennent à f, = o,

comme nous Tavons fait dans les cas particuliers déjà traités; et

l'on pourra calculer ces solutions communes d'une façon toute

pareille.

Ajoutons qu'un système de solutions de /-y^^Oj /3= o, ...,

f,^
=z o, sera multiple, et en général double, si tous les déterminants

d'ordre n — i
,
tirés de la matrice
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On a ainsi

p étant un paramètre d*homogénéité, et les // étant des formes de

ôegvép par rapport aux (X).

Il est clair alors que, si les (À) varient, l'élément (x) décrit une

série/, ternaire, qui est dite rationnelle.

Le degré de la série /est p; car l'élément quelconque (i) a,

avec/, p éléments communs définis par l'équation

^i/i + I2A+ ^3/3 = o.

Nous supposons ici que les// n'ont pas de facteur commun, de

sorte qu'à tout système de valeur des ().) correspond un élé-

ment (x) déterminé; nous supposons en outre qu'il n'existe pas
d'une façon constante plusieurs systèmes de valeurs des (À) défi-

nissant le même élément (.r) : sous ces conditions, la série / est

indécomposable. Son équation s'obtient en éliminant les (À) entre

les équations
Xi Xo X3

à cet eff'et, on éliminera les (a) entre les équations

^1/2
— ^2/1=0, ^1/3

—
3^3/1=0,

par exemple, et l'on supprimera dans le résultant obtenu le facteur

évident x^^.

On peut encore obtenir l'équation de / sous forme de détermi-

nant en éliminant linéairement les quantités telles que X^' A-/'~/''~'

et
pA'^OvC,"/''"''

entre les équations de la forme

P^A?' >.'-/'-' -.X';.xp"-'/K^i,>^2),

en nombre 3/?, comme les quantités à éliminer.

I80. Les éléments comniuns à /et à (ç) sont donnés par

^/-?./2--.V3-o;

si donc (ç) est langent à / en
(.2;), correspondant à ()/, ou, pour

abréger, tangent en ().),
cette équation a une racine double, de
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on a donc, pour définir la série tangentielle cpo
de /, les formules

, _ àf^ df, _ df, ^

^^'~
()Xi rfX, ()Xs dXi'

Si un couple de valeurs Ck) annule les Irois seconds membres

de ces formules, tout élément (;) contenant (a) admet cet élément

commun deux fois avec/; Ck) est donc double sur/, et l'élément

langent est défini par les équations compatibles

st. = 0;

().)
est donc, en restant dans le cas le plus général, un élément

cuspidal de /.

Supposons que les valeurs des p;/ admettent ainsi /• facteurs

communs; en supprimant ces facteurs, on voit que le degré de Oo»

c'est-à-dire la classe de/, est 2(p — i)
— r.

Les éléments inflexionnels de / sont définis par la condition

que(^)ait()v) trois fois commun avec/ c'est-à-dire par l'équation

à^'A
'

dÀiC»/* C'ÀjdAî d'hyOki

à^A
dX*

ils sont donc, en général, en nombre 3(/>
—

2); mais si / admet,

comme précédemment, un élément stationnaire (a), il est facile

de voir que (^) est racine double de l'équation précédente ;
celle-ci
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peut s'écrii^e en effet, au facteur \l fois près,

/. A A
Èfi Èà ^A
d\y dli dli

à'A djA à^A
d\\ d\\ d\\

et il suffît alors de prendre la dérivée du premier membre par

rapport à A| pour vérifier la proposition annoncée.

Si donc/" admet /• éléments stationnaires, le nombre p de ses

éléments inflexionnels est 3(/?
— 2

)
— ii\

lia série f admet aussi des éléments doubles à éléments tan-

gents distincts; pour les déterminer, il faut chercher les couples

()v), (V) qui donnent aux (^x) des valeurs proportionnelles. On a

donc à résoudre les équations

les.// restant arbitraires, il faut d'ailleurs supposer (),V)^ o.

Eliminons les ()/) entre les équations entières

./•(X)/,(X')-/,(X')/,(X)

(XX')
0,

/l(>^)/3(X')--/l(X')/3(X) _
(XX')

el divisons le résultat obtenu par [fi{'^)Y'~\ qui y entre néces-

sairement en facteur; le quotient, de degré (p— i)(/^
—

2), donne

autant de valeurs pour les (X) ; donc, à cause de la symétrie des

équations par rapport aux Çk) et aux Çk') ,
il y a ^ ~

couples

de systèmes (X), (V), correspondant à autant d'éléments doubles

pour/.
D'autre part, il n'est pas difficile de voir, en appliquant la

règle de L'Hospital par exemple, que les équations entre lesquelles

nous avons éliminé les ()/) sont vérifiées quand on suppose les (X)

et les ()/) égaux aux paramètres relatifs à un élément stationnaire
;

donc le résultant trouvé précédemment admet les valeurs de ces
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paramètres comme racines doubles, et finalement le nombre des

éléments doubles à éléments tangents distincts de / est, en gé-

nerai, ~ -^^ — r.

Les nombres que nous venons de déterminer sont d'accord avec

les formules de Pliicker; ils conduisent au nombre des éléments

tangents doubles, soit

=-i{p — i){p — 3) — 2/)/- -\

La formule

p
= 3(/D-

— 2)—ir

donne une limite supérieure de /• pour les séries rationnelles, soit

r| -
{p— i).

186. La forme

détermine la série y, et réciproquement, à des substitutions

linéaires près. Ses invariants multiples, indépendants des va-

riables binaires ().) et de celles qui peuvent leur être associées,

seront les invariants de la série rationnelle
y".

III — Générations diverses.

187. Les équations

fiixi. Xi, X3; X,, Xa) = o,

/i{Xi, Xi, X3; X,, X2) = o,

où /, el/o sont des formes des degrés/?, et/^o par rapport aux (.t),

q, el Ço par rapport aux(A), définissent, après élimination des
().);

une série /de degré /),^2-+-)P2Ç'i en général; c'est le lieu des élé-

ments communs aux séries ternaires /, et f^, lorsque les Çk)
varient.

Considérons l'élément tangent (^) à f, en un élément (x) cor-

respondant aux valeurs Çk) des paramètres. Si (X) est un élé-

ment de (ç), les éléments de (i) sont (pjX-HpoX), et ceux qui
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appartiennent à /sont déterminés par les équations

/l(Pl^-t-p2X, X) = 0,

/2(pi.2^ + p2X, X) =o;

ces équations en (p) et ("k) sont vérifiées pour p2
= o et les valeurs

considérées pour les Çk), qui correspondent à(x); écrivant que ce

syslème de solutions est double, on obtient l'équation de (i) en

égalant à zéro l'un des déterminants tirés de la matrice

Xi
dx.

X,
dx2 dcc3 dix dXj

dxi dxi
^

dx-i àXi dk^

En général, la série y n'aura pas d'éléments cuspidaux; car il

faudrait que l'équation de (^) devînt indéterminée. Mais la série/
aura des éléments doubles à éléments tangents distincts; pour les

obtenir, écrivons que les équations/, ^ o et /2= o, où les Çk) sont

les inconnues, ont deux racines communes.

Leur résultant R, de degré p\q-2-\- p2q\ par rapport aux (^),

doit être nul; de plus, la dérivée partielle de R par rapport au

coefficient a de \\' dans/ doit cire nulle; cette dérivée est de

degré P\{q2
—

^)+ Piq\ par rapport aux (x), de sorte que ces

équations 11 = o et — ::= o ont

{p\qi-^P2q\){pi{qi—'i)^Piqi]

racines communes.

Mais ces équations sont encore vérifiées si ^2 ^ u"e racine

double appartenant à /,, d'après ce que l'on a dit sur la détermi-

nation des racines communes à deux équations; et aussi, si /
et /a ont pour racine commune )m = o. Dans le premier cas, on a

simultanément

/i o, 3T- =0'

équations qui admettent 2/?,/>2(^2
—

^)~^Pl9i solutions.

Dans le second cas, les coefficients de kl/ et kl/ dans/ et /a
sont nuls, ce qui donne />j/?2 solutions; mais ces solutions appar-

dR
tiennent q^ fois aux équations R = o et -.— =o; si, en effet,
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(V'>), ()v(-'), . . . sont les racines de/2=o> o^i ^

R=/i(>^^")/i(>^'^0/i(>''^').--=/i(>''»')R',

si )v',"=o est racine commune à
/",

el f^, R' et R'' ne s'annulent

pas, et l'on voit bien par ces formules que le système de valeurs (a)

correspondant est une solution multiple d'ordre
</,. pour R = o

et ^- =0.

Enfin, si un système de valeurs (a:) correspond à deux racines

communes pour/, = o et/2= o, c'est une solution double pour

les équations R = o et — = o, puisque toutes les dérivées de R

par rapport aux coefficients de /, et /o sont nulles. Donc, finale-

ment, le nombre des éléments doubles de /sera

r \i.p\qî-^Piq\){p\{qi—i) + Piq\\
—

'i-piPi{qi—^)
—

p\(ii
—

PiPiqi\^

soit

p\
3—i- r-piPiiqi-i){qî

— i)^pl 2—^^

188. On peut maintenant envisager une série / définie par les

équations
?^i= /iO'l, >-2, X3),

les/ étant des formes de même degré p, et les (À) étant liés par
une relation telle que

O étant une forme de degré q.

La série /sera de degré />^.

L'équation de l'élément (;) tangent à / en [x) correspondant
à

("k) se trouve sans peine en écrivant que les séries en (X)

h/i-^UA-^UA^o, o(X) = o,

sont tangentes en l'élément (X); on a ainsi

Vf.M v: ^ v£ ^
^ ~ ^ ~

ào '

d\i dÀj t'As
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on a aussi S^/X/=:o, en désignant par (X) un élémenl de (ç),

comme précédemment; et, par suite, l'équation cherchée est

Xi X2 X3 o
'

^fl ^ __
cJXi dli (^Xi

àA àA

do.

àfz do

àA

En général, la série y n'aura pas d'éléments cuspidaux; car il

faut pour cela que l'équation précédente devienne indéterminée.

Mais elle aura des éléments doubles ordinaires, correspondant à

deux systèmes de valeurs (X) et (a').

Eliminant les (V) entre les équations

Aa)A(^')-AO^)Aa') = o,

cp(X')
=

o,

on obtient un résultant de degré 2p^q par rapport aux ().), qui

contient en facteur évidemment o(*A) et [/i(À)]^^; ôtant ces

facteurs, le quotient n'est plus que de degré (/?-
— O^' ^S^^^

à zéro et combiné avec o().)-=:o, il détermine (/>-
—

1)^- sys-

tèmes de valeurs
(), ).

Mais parmi ces systèmes, il y en a encore à

supprimer : en effet, les séries en (V), définies par les deux pre-

mières équations précédentes, sont tangentes en leur élémenl

commun ().), comme le montre un calcul facile, si le jaco-

bien J[/i(^)> ^2(^0' /sC^O] ^^^ ""U ^^^ équations J = o et =
déterminent donc 3 ^(/:»

—
i) éléments (X) qui ne répondent pas à la

question posée. Finalement, il nous reste (p'^
— 0^' — ^(P

—
O*/

valeurs des Çk) correspondant à des éléments doubles de /, ,
et

ceux-ci sont par suite en nombre (/>-— \)q^—3(p — i)q
^

•1

On peut ajouter que si la série es = o a un élément double ou

cuspidal, il lui correspond un élément de même nature pour y, en

dehors des éléments doubles précédemment déterminés. On a

{p^-l)q'''-'^{p-l)q {pq—i){pq -1) _ ( q
— i)(q— 'i)

donc le genre dey est le même (|ue celui de la série
cp.
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Celle proposition n'est démontrée que pour les cas généraux

que nous avons envisagés; mais elle est toujours vraie.

189. De même, on peut définiry par les équations

fi{Xi, Xî, X3; Xi, I2, X3) = o (f = I, 2, 3),

des degrés respectifs />/ et qi par rapport aux (j:) et aux Çk). La

sériey'est de degré 2/?, (jr^ ^3.

L'équation de l'élément tangent (ç) à y en (x) correspondant
aux valeurs Çk) des paramètres est, comme au n" 187, obtenue en

égalant à zéro l'un des déterminants de la matrice

!x.
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190. D'une façon analogue, définissons/par Jes équations

les// étant des formes des mêmes degrés p et q par rapport aux

variables binaires (X) et
(jj.),

et celles-ci étant liées par une rela-

tion telle que

?(^l, ^^2; î^l, f^2)
= 0,

des degrés r et s.

La série/ sera de degré ps -{- qr; si cependant les formes /
et

g- étaient symétriques par rapport aux (1) et aux
([jl),

ce degré
se réduirait évidemment de moitié.

L'équation de l'élément (ç), tangent à /en (x) correspondant
aux valeurs (À) et

(jjl)
des paramètres, sera obtenue en égalant à

zéro l'un des déterminants de la matrice

Xi X2 X3 o

àfi dfi à.U ^y

dl^ d\^ ôXy d\i

¥± ^ '}fl ^
dX^ dX.^ 0^2 <^^2

àfi 4/2 à/s do

diXi f)[i., (^[Xi diii

dfx df^ cl/s do

d[j.2 d[x-, diX2 d\i.2

Raisonnant comme plus haut, on voit que la série y admet en

général des éléments doubles ordinaires en nombre

( ps -+- qr — \){ps -r- qr — 2) —
(/•
— i)(s-0,

formule qui contient un théorème facile à énoncer.

191. De même encore, définissons/ par les équations

fi{Xx, Xi, Xi^ll,!^; [Xi, )Xi)=0 (t = I,2, 3)

des degrés/?/, qi et // par rapport aux (^), aux Çk) et aux (jx).

Le degré de/est ici S/?, (^2''3 4- '/s/'a), en général.

L'équation de l'élément tangent s'obtient en égalant à zéro l'un
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des déterminants de la matrice

•2o3

X,
dxi

X. àA df, df, dj\ dj^
dx3 d'ki d\i d^ii diii

La sériera des éléments doubles ordinaires dont le nombre est

facile à trouver en raisonnant comme précédemment. C'est

-p\{qtf3-^g3ri){qtr3^q3ri— \)^...

-^PiP3[(q\ri-r- qiri—i)(qir3^ ^îH — i)
—

(^i
—

i)(ri
—

l)] -i-

Il est clair que l'on peut continuer de la même façon aussi loin

qu'on le veut.

192. Nous avons déjà pu remarquer plusieurs fois l'analogie

qui existe entre les formes ternaires à une seule série de variables

et les formes binaires à deux séries de variables : nous venons de

voir encore comment celles-ci peuvent définir des séries ternaires.

Mais on peut en donner d'autres interprétations dans le domaine

ternaire. Supposons donnée la forme

?(^i, ^2; !^i, [^î)

et imaginons que les ().) servent à définir les éléments (y) d'une

série rationnelle, et de même que les (a) définissent les élé-

ments (z) d'une autre série rationnelle qui peut d'ailleurs coïn-

cider avec la première. La relation 'Ji ^^ o établit une correspon-
dance entre les éléments {y) et (^); par suite les éléments (yz)

qui contiennent deux éléments correspondants constituent une

série ternaire qui se rapporte à la forme
cp.

Nous avons déjà vu une application de celte idée au n° 158;

alors la forme
cp

était bilinéaire et les séries formées par les élé-

ments (y) et (z) définis par les ().) et les (a) étaient des élé-

ments (H). Si l'on conserve cette dernière hypothèse, et si l'on

suppose o des degrés p el q par rapport aux [\) et aux
(|jl),

on

voit que la série des éléments (y^) est en général une série de

seconde espèce, de degré /> -+- q, admettant les éléments (i) formés

par les (y) et les (s) comme multiples des degrés p et q. C'est

ainsi que la théorie des séries ternaires cubiques ayant un élément
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double et que celle des séries biquadratiques ayant deux éléments

doubles se ramènent à celles des formes binaires linéo-quadratique

et doublement quadratique.
Nous verrons plus loin d'autres applications dans lesquelles

nous supposerons surtout que les Çk) définissent une série qua-

dratique.

Il suffit évidemment d'avoir indiqué cet ordre d'idées si fécond

pour qu'on puisse en apercevoir immédiatement des généralisa-

tions sur lesquelles il est inutile d'insister.

Remarquons encore l'importance qui s'attache, d'après ces con-

sidérations, comme d'après celles de tout ce Chapitre, à l'étude

des invariants multiples des formes à plusieurs séries de variables,

qui ne sont pas nécessairement toutes du même ordre.

IV. — Les enveloppes.

193. Considérons toutes les séries en nombre simplement infini

représentées par l'équation

f(Xi, Xi, X3; X,, À2)^0,

des degrés/? et q par rapport aux (c) et aux
().), lorsque ces der-

nières variables sont des paramètres homogènes prenant toutes

les valeurs possibles.

Ces séries y forment un ensemble, et il j a
</
de ces séries qui

contiennent un élément donné (j?). Le lieu des éléments (x) tels

que, parmi les q séries de l'ensemble contenant l'un d'eux, il y en

ait au moins deux confondues, est une série g- qui est dite Venve-

loppe des séries f.

L'équation de g est obtenue en égalant à zéro le discriminant

dey par rapport aux ().); donc g est du degré 2/^(7
—

i)-

Dans le cas particulier où /* esl linéaire par rap[)ort aux ().),
il

n'y a pas d'enveloppe; les séries y contiennent />- éléments fixes.

19i. L'enveloppe est définie par -^^ = o, -r^
= o

; donc, d'après

le n" 187, l'équation de l'élément tangent en (.r) correspondanl

à ().) est obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants tirés de
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dXi dXj dx.dl.-, dx^ûli dlidl-.

Remplaçant l'une des ligues Je cette matrice par la somme des

deux lignes multipliées respectivement par )vi et lo, il reste, eu

vertu des hypothèses,

Al 3 r- Aï -T r- A3 3 — O,
OXi 0X2 0X3

c'est l'équation de l'élément tangent en {x) à la série /" corres-

pondant à (V); donc l'enveloppe touche toutes les séries/, dites

aussi, par suite, enveloppées.

L'équation de Télément tangent précédemment donnée devient

indéterminée si l'on a

ou bien si l'on a

dxi
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lient au moins deux fois à l'enveloppe. On vérifierait aisément

qu'il lui appartient deux fois si [x) est un élément double

ordinaire sur f; trois fois si (x) est constamment stationnaire

sur y; etc.

Dans le second cas, (a) est racine triple poury=o; en rai-

sonnant comme au n" 185, on trouvera que [ce) est stationnaire

pour l'enveloppe, l'équation de l'élément tangent unique étant

obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants tirés de la matrice

V ^V
, Y ^'/ ^ Y '^'-^ "^'f ^'/ '^'f

Al -
-^r— -I- A.2

—
^— +- A - -

âxiâl^
^

dXiôki
" ^

ôx^Ol^ dl\d\.y OAidll àll

c'est-à-dire encore

ôxi
'' '

dx^ dXi

Remarquons encore que l'enveloppe peut contenir certaines

enveloppées, ou des parties d'enveloppées qui se décomposent :

cela arrivera si les fonctions y— y -^ peuvent devenir identiques

en tout ou en partie pour certaines valeurs des ().).

Dans le cas le plus général, il est facile de déterminer les sin-

gularités de l'enveloppe g. Cette série aura un élément cuspidal

si l'équation /= o, où les (X) sont les inconnus, a une racine

triple, c'est-à-dire si l'on a à la fois

dl\
'

dlxdki
'

dl\
= 0,

équations qui ont 3/?-(^
—

2) solutions.

L'enveloppe g aura un élément double si les équations

dh
~ ^'

dXi
~

'

ont deux racines communes, ce qui arrivera

pHq —î){ig — 3)

fois; mais de ce nombre il faut retrancher le nombre précédem-
ment obtenu pour les éléments cuspidaux, puisque alors les équa-

tions considérées ont une racine double commune. Finalement,
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g a donc en général ip-{q
—

2)(<7
—

3) éléments doubles ordi-

naires.

19o. Si une série ^o est tangente à toutes les séries f àc

l'ensemble considéré, elle fait nécessairement partie de l'enve-

loppe g de ces séries. En effet, les équations

déterminent les (x) comme fonctions des (À); on a alors con-

stamment

àf , df , df , df ., df ,,

dxi dXz
'

t/J"3 d/.i dKi

-^ dxi -4- -:— dx=, -f- -2- dxz = o,
dxi dx-,

'

dX3

et de plus, par livpothèse,

il reste donc -/- cD.,
dKi

df df
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d'accord avec ceux du § 2; car si <!/ a
p
éléments stalionnaires, la

série tangenlicile de à est de degré 'i(^
—

i)
—

p,
et le degré de

l'enveloppe des /est 2{q
—

i).

196. Les enveloppées peuvent être définies par une équation

y(j.'i, X.2, x^; Ai, À9, A3) = o,

des degrés p el q par rapport aux (^x) et aux ().), ces dernières

variables étant liées par une relation ^Q^\i Ào, ).3) ^=^o, de degré </'.

Alors on trouvera l'enveloppe g des séries données en écrivant

(jueles séries en ().), f{x^ \) = o, 'f (^)
=

o, sont tangentes; g sera

par suite du degré pq'{'iq + q'
—

3).

Les propriétés indiquées précédemment subsistent entièrement.

Si, par exemple, on cherche l'enveloppe des éléments tangents à

une série donnée de degré/-», dont les éléments (jk) sont définis par

on a pour l'équation d'une enveloppée

àf . àf df

'^fi ày. àj^3

et l'enveloppe est de degré p{^p — ^)=^ p + ^p(p — 2) : elle se

compose de la série donnée et de ses éléments tangents station-

nai res.

Les singularités d'une enveloppe définie comme nous venons de

le dire sont encore faciles à déterminer dans le cas le plus général.

L'enveloppe^ aura un élément cuspidal si les séries /{x, X)=o
et «(X) = 0, en (X), sont oscutatriccs, c'est-à-dire ont un élément

commun triple; de même g aura un élément double ordinaire si

les mêmes sériesy\.r, ).)
:^ o etcp(}v)

= o sont tangentes en deux

éléments distincts. Ces problèmes sont résolus plus loin d'une

façon plus générale.

On remarquera que l'enveloppe g peut encore être interprétée

comme le lieu des [x) tels que les sériesy*(.2;, À) = o et cp(X)
= o,

en ().) soient tangentes, ce qui peut mener souvent à des applica-

tions intéressantes.

197. De même, on peut définir les enveloppées par les équa-
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lions

/(xi, Xi, 373; Xi, Xj; ,ui, î^2)
= o,

ç(Xi, X2; 1x1, [aî)
= o,

où les notations sont claires par elles-mêmes. Il faudra évidem-

ment, pour obtenir l'enveloppe g^ éliminer les (/) et les
(;jl)

entrey= o, es = o, et l'une des équations

^ El ÈL ^
d\x ^'î <^;^i '^f^'

do Oo do do

dli ol-î diii dfXj

Si /est des degrés/?, q, r par rapport aux (j:), aux (a) et aux(iA),

et si 'j est des degrés r/ et /', le degré de l'enveloppe g sera

2p[q'r'^-q'(r— i)-r-r'{q—l)].

Les singularités de g se détermineront comme plus haut : la

solution générale sera indiquée plus loin.

On peut continuer de la même façon.

198. On obtient des généralisations de la notion d'enveloppe

par les considérations suivantes.

Envisageons d'abord les deux équations

/,(x,, Xi, X3; Xi, X,, X3)= o,

fiixi, Xi, Xz', Xj, Xj, X3} = o,

et écrivons, en généralisant ce qui a été dit au n" 196, que ces

deux séries en (a) sont tangentes. On définit ainsi une série ijc

qui est l'enveloppe du s\stème donné.

On peut dire que g = o est le lieu des {x) tels que si l'on

établit une relation quelconque '-^Q^) entre les (a), la série définie

par y, 1= o, /2= o et a = o et contenant {x) est toujours tan-

gente à l'enveloppe g en cet élément, ou bien y a un élément

multiple. Ceci résulte de l'équation de l'élément tangent donné

au n° 189.

En posant

^'
d\i dXj dli dXj'

"'

l'équation de l'élément tangent à g est obtenue en égalant à zéro

An. - I. ,^
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un déterminant convenable du troisième ordre tiré de la matrice

Xi

Xi

X,

X,

dxi

àA
dxi

dxi

dxi

à^
dxi

X^^+X ^ ^li ili ^-tl
^

dx-i
' *

dx^ dli dl^ dis

àA
àl,

'

Ji7i

oT,
'

c^Xi

11 est facile de voir que si les séries y, et/2 en ÇX) sont oscula-

trices en un élément commun, les déterminants du second ordre

tirés de la matrice

dfi d/i àoi do', ^«3

dli dix dli dXi dXi

àA 4/2 <^?l ^?2 t)cp3

(JX2 d\.2 dXz àXi ^^2

dA àA àç^ rl^2 ^I
dXs 0X3 dXi dXs dXz

sont tous nuls pour cet élément; et réciproquement.
Donc g aura un élément cuspidal dans ce cas; de plus, g a évi-

demment un élément double ordinaire dès que les séries yi = o

et/2=o, en ().), sont doublement tangentes, c'est-à-dire quand
les équations y, = o, /"j^^ o et o, = o ont deux solutions com-

munes distinctes en (X).

Si // est des degrés pi et qi par rapport aux (a)) et aux
().),

g est du degré/?, ^0(25', + ^2
—

^)-{-p2Çi (2^2 + Çt
—

3). Déter-

minons d'abord ses éléments cuspidaux. On considérera les équa-

tions suivantes, qui n'ont pas une infinité de solutions communes,

A /2=0, ?1= O,
àA ^'f3

dXi dXi

dfi do 3

0X3 dXi
o;

ces équations ont

-hplqii^qx-^Sq^— G)

solutions; mais il faut supprimer, comme ne fournissant pas des
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éléments cuspidaux, les solutions des équations

(a) /. = o, f,= o. ^=o, ^=o,
en nombre

les solutions des équations

en nombre
^/^i yî-î-/'i/'2 (4 g-i

— 2^2
—

4 > -^/^l yi:

les solutions des équations

(V) À3=o, /i = o, /î = 0. Çi=o,

en nombre

de plus, on a supprimé comme solutions des espèces (a) et (p) les

solutions des équations

àfx dfy
(0) /. = o, f,= o, ^ = o,

^^=o,

en nombre
p\qi— piPî^'i^qi— '^)^

et, par suite, il faudra les considérer à nouveau; enfin on a sup-

primé comme solutions des espèces ([i) et (y) les solutions des

équations

(s) X, = o, )^j=o, /i = o, fï=0,

en nombre psp^-, et il faudra, par suite, les reprendre.

Finalement, en appelant N, A, B, C, D, E les six nombres que
nous venons de calculer, le nombre cherché des éléments station-

naires de g est

N — aA — 3B — vG-t-oD^eE,

a, p, y, 0, £ désignant certains entiers positifs.

La forme symétrique du résultat par rapport aux
/>,• et qi^ la

connaissance de certains cas particuliers et, au surplus, une étude

directe donnent sans peine

a = i, ? = 2, Y = '' ^ = 2, £=2,
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et par suite, le nombre cherché est

'+-^plqi(qi'+-qi—^)-

Pour délei'miner les éléments doubles ordinaires de la série s',

on considérera les équations

/l=0, f-2=0, cpi
= 0,

et l'on écrira qu'elles ont deux solutions communes en ()v), ce

que nous savons faire
;
le nombre des solutions correspondantes est

P-^[^q\q2+^q:ql + ql-^qiq,-^ql-&qx-^Q]

-i-piPii-iq^iqi^^glgl-i- 2qiql— 6g^igi--6qiql— 3 ^f
—

4 ^Tj g-2
— 3 g-l -H 9^1 -h g^r,— 5

]

+ ^^ [qi^^q\q2-^^qiql — ^q\— 8qiq2 — ^q2^9]',

mais il faut supprimer d'abord les solutions qui correspondent au

cas où les équations en
()v)

(a) /i=o, /2 = o, «?i
= o,

d'une part et

^1 = 0, /i = o, fi= o,

d'autre part, ont en même temps une solution commune; le ré-

sultant des premières est de degré

Piqii'^qi^ qi
—

-i) -^P2qi(qi^-iq.2—2)

par rapport aux (x), et contient en facteur le résultant des

secondes de degré /?, ^2+/?2'7(; donc en tout nous avons ainsi

un nombre de solutions égal à

p\qli'i.qi-hq2
— '^)^PiP2qiqi(^qi-^ ^qi — &)-^-plq\{qi-^ 2<72

—
3).

11 faut supprimer encore les solutions qui correspondent au cas

où les équations en (A)

ont deux solutions communes, et qui sont en nombre

De plus, il faut reprendre, comme ayant été supprimées en qua-
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llté de solutions (a) et de solutions (^), les solutions qui corres-

pondent au cas où les séries en (X), /i = o el /2= o, ayant un

élément commun pour lequel A, = o, sont véritablement tan-

gentes en cet élément
;
ces solutions sont en nombre

(y) p-iÇî
—

PiPii'^qi-^ 2qz— 3)
—

/>|^i;

enfin, il faut supprimer les solutions qui correspondent aux élé-

ments cuspidaux, et déterminées précédemment.
On trouve finalement pour le nombre cherché

^^
[^^'î'Zî

— 4^1^1—5'? — 12 g'iÇ'i— 6^1 — 127,
—

gr» -h 3oj

— 6q\— Mqiq*— 6^|-;-3oyi-i-3o^î
—

241

— ^^
[y?
— 4^fg'î— 4Çi^l — 6^ï— i2y,^î— y,— i25'î-f-3o].

199. On peut aussi envisager la série ^ obtenue en éliminant

les (x) entre les conditions qui expriment que/"i
= o ei f.,= o

sont tangentes; c'est le lieu des éléments où se touchent les

séries /i = o etyo= o en (À). Elle est de degré

PlÇi-^PiPii-^Çi— iqî— 3)— z»!^!,

comme on le voit en éliminant les (x) entre^y, == o, /^= o. C5| = o,

et supprimant le facteur a^'^-.

Cette série 3 n'a pas d'éléments cuspidaux en général ;
elle a

des éléments doubles dont le nombre est facile à déterminer en

remarquant que g et 3 sont de même genre. On peut aussi les

déterminer directement de la façon suivante : on éliminera les (x)
entre les équations

/i=o. 5j=o, Oi—o;

le résultant est de la forme s-i/, -l désignant le résultant de

et
yf

celui des équations

On évaluera le nombre de fois que les premières équations ont

àJ^ „ àf, dj.

•^•=°'
dx;=^' dx;
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deux solutions communes en [x), et de ce nombre, divisé par 2,

on retranchera les nombres d'éléments doubles pour (j^
et y^ et les

nombres d'éléments communs aux séries
cp, «];, 7 prises deux à

deux; enfin on ajoutera, comme ayant été supprimés à tort, les

nombres d'éléments communs à ces mêmes séries deux à deux

qui correspondent à un même système de valeurs des (ce).

200. On a des résultats analogues en partant des deux équa-
tions

fl(Xi, Xi, Xz] Xi, X2; 1^1, [J.2)
= 0,

fl{^\l ^2j -2^3; ^1, X2; fXl, [-12
=0

des degrés /?^ et p2, qK et
q^-, i\ et r^ par rapport aux (.r),

aux

(X) et aux
(p.),

et écrivant que ces deux équations en (X) et
([j.)

ont une solution commune double.

L'enveloppe ainsi définie est du degré

Nous n'insisterons pas davantage sur ces généralisations.

201. Considérons maintenant un ensemble doublement infini

de séries/, définies par une équation telle que
*

/(a;,, 372, 373; X,, X2, X3) = 0,

des degrés/? et q par rapport aux (x) et aux (X).

Si l'on écrit que la série / en Çk) a un élément double, c'est-

à-dire si l'on égale à zéro le discriminant de /"par rapport aiix(X),

on définit une série g, de degré ^p(q — i)-, qui peut encore être

regardée comme une enveloppe des séries y, et qui est le lieu

des (x) tels que / ait un élément double en (À).

Les équations -ry-
=0 définissent les (A) en fonction des (x)

coordonnées d'un élément de ^; on a ainsi une relation oÇ).)
=

correspondante, du degré ^p^{q
—

i) ' c'est le lieu des éléments

doubles définis plus haut. Les séries /o définies par fz= o et
<p
=

ont pour enveloppe proprement dite g\ de plus, si l'on établit

entre les (X) une relation quelconque (]>(!)
= 0, on définit un

ensemble simplement infini de séries/, et leur enveloppe propre-
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ment dite touche g aux mêmes éléments que les séries f\ qui

appartiennent à cet ensemble. En d'autres termes, les enveloppes

des différents ensembles simplement infinis que l'on peut former

avec les séries /touchent toutes g.

Les séries s ei z. ont des éléments doubles dont le nombre est

facile à déterminer d'après le n° 189. Toutefois il faut observer que

la série g aura des éléments cuspidaux correspondant aux cas où

la série/ en ().) a un élément cuspidal. Pour en évaluer le nombre,

nous chercherons les solutions communes aux équations

^^ = o

et nous en retrancherons les solutions communes à

-^ =o et Ai = o,

comptées deux fois.

On trouve ainsi, pour ^, \ip'-{q
—

i)(^
—

2) éléments cuspi-

daux, et par suite -^ {q
— i ){q

— 2)(3^-— Zq — 11) éléments

doubles ordinaires.

On peut continuer dans la même voie, en considérant des va-

riables en nombre quelconque, mais ces indications suffisent.

V. — Applications.

202. Soient {y) et {z) deux éléments correspondants de la

hessienne H et de la steinérienne S d'une série/= axF= o. Ou
a les équations

d^-f d^f d'-f ,. „,
-1 -^ \

^ ^î 3
—\ ^-^3 3

— — =0 (t = 1,2,3);
ày^àyi dyidyt dy^Oyi

la première polaire ax?-'z^ o de (:;) a un élément double en (y);

la (/?
—

2)'*^^""* polaire aj.i,.p-^;=o de (r) a un élément double

en [z).

La steinérienne, obtenue par élimination des (j) entre les

équations précédentes est de degré 3(/)
—

3)-,

D'après le n° 189, l'élément tangent (Ç) à S en (^) a pour
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équation, après une réduction facile,

df df df

dy^ ôy^ dys

(Q est donc la {p — i^n^e polaire, ou polaire linéaire de (y).
La classe de S est évidemment d'après cela ^{p — ^){p

—
2).

S peut être regardée comme l'enveloppe au sens du n" 201 des

polaires linéaires axyP-'= o; donc S aura i2(/>
—

^){p
—

3) élé-

3
ments cuspidaux el -

(p — 2){p
-~

'6)(3p-— 9/>
—

5) éléments

doubles ordinaires; les éléments cuspidaux sont tels que leurs

premières polaires aient un élément cuspidal ;
les éléments doubles

sont tels que leurs premières polaires aient deux éléments doubles.

S a par suite 3(/>
— ^){4p— 9) éléments inflexionnels et

3
-
{p
—

^)(p
—

3) (3/?-— ip — 8) éléments tangents doubles ordi-

naires.

Il est évident que S touche les éléments tangents stationnaires

de f, puisque, si (y) est commun k f el H, c'est un élément

inflexionnel, et l'élément langent correspondant est sa polaire

linéaire.

La hessienne H est de même l'enveloppe des secondes polaires

axP-'-f-
= o; elle n'a pas en général d'élément multiple; par suite

ses singularités sont faciles à déterminer.

Le genre de H et S est le même.

Si (t) et (u) sont tels que leurs premières polaires se touchent

en (y), on voit tout de suite que (y) appartient à H; l'élément

langent commun est l'élément (yz) de la ca^'leyenne, et (iu)

touche S en (5), c'est-à-dire est la polaire linéaire de (y).

203. La caylejenne est la série de seconde espèce lieu des élé-

ments (yz)', pour trouver son degré, on cherchera le nombre des

solutions communes aux équations

à^f à'-f à\f
{cryz)= o, zi -—

^
h z^

'

-h Z3
_ — ^

àyiàyi
'

ày^âyi dy^Oyi

[x) étant quelconque ;
ce nombre est ?>{p

—
^){p

—
2). Si/? = 3,

il doit être réduit de moitié, comme l'on sait.

La cajleyenne n'a pas d'éléments cuspidaux en général ;
ses
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singularités sont par suite faciles à délerminer, en remarquant

que son genre est celui de H et S.

On pourrait facilement multiplier les propriétés des séries

dont nous venons de dire quelques mots : remarquons seule-

ment l'extension possible des notions précédentes en partant des

polaires d'ordre quelconque.
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LA FORME BILINÉAIRE ET L'HOMOGRAPHIE.

I. — La forme bilinéaire en général.

204. La forme bilinéaire

OÙ l'écriture des coefficients a été simplifiée, comme d'habitude,

correspond à l'homographie. Si, en effet, on considère deux

espaces X et Y remplis par des éléments de première espèce [x)
et

( k), et des éléments de seconde espèce (^) et (tj), /(x, Yj)
= o

est l'équation d'un élément {y) correspondant à (a:), et l'on peut
écrire

, ,

y\ .n .n

«ll^l-r-«21^2-î-«31^3 «12 371 + «22 ^2+ «32 -^3 «13 ^1 "T- «23 -^2 "î- «33-^3

et si le déterminant
«11 «12 «13

j

et =^ «21 «22 «23

«31 «32 «33
1

n'est pas nul, on définit ainsi une homographie entre les espaces X
et Y.

f{x, Tj)
= o est aussi l'équation de (^) correspondant à

('/;),
et

l'on a

j s t
;i ^2 Ç3

«n'il -T- «12''l2-^- «13';3 «21 'il -t-«22''i2+ «23') 3 «31 'il
--

«32^i2-|- «33^/3

Si les a/y sont les coefficients des «/y dans le déterminant d et si
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ff(ly)=-

«11 «12 «13 ,1

«21 «22 «23 lî

«31 «32 «33 Î3

Jl Ji Ji o

= ^^iAuj^

g^o est l'équation de (t;) correspondant à (^), ou de {x) cor-

respondant à (y), de sorte que

^tlS^I-T- 223^2^ 23353

^3

«llj^l-i-aiî^ï-i- a,3^3 ajij'i-i- ajîj'î-t- 2,3^3 asiJ^i-T- 332^^2— 233^3

On a aussi

df{x, tJ =

*!! ^12 ^13 ^I

Jt±l 222 ^23 0^2

2t3I 3:32 ^33 ^3

T.l T.î T,3 O

Le système/, (x), (i), (y), (r,) a comme invariants multiples les

cinq quantités/, g, d, {l\ x), (r. \y).

205. Considérons le cas où l'on a fl?=o, sans que tous les

mineurs a/y de cl soient tous nuls. Par extension, on dit alors que

f= o définit une homographie simplement singulière.

La forme g est ici le produit de deux facteurs, soit (6 1 ç)(y \y)i

à cause des propriétés des a/y. Par suite, on définit de celte façon

deux éléments particuliers des espaces X et Y, soit (6) et (v) :

à {x) quelconque correspond {y) appartenant à (y), et à (6) cor-

respond (^y) quelconque; à {y) quelconque correspond (6), et à

{y) appartenant à (y) correspond une infinité simple d'élé-

ments {x) alignés avec (6); à (^) quelconque correspond (y), et

à (^) contenant (6) correspond une infinité simple d'éléments (yj)

alignés avec (y); à
(r,') quelconque correspond (;) contenant (6),

et à (y) correspond (ç) quelconque.
Si les coefficients a/y sont tous nuls, de sorte que la forme g est

nulle identiquement, l'homographie est doublement singulière,

/est le produit de deux facteurs {''^\x){b\ri)^ et les particularités

qui se présentent s'énoncent immédiatement.

Dans tous les cas, les espaces X et Y étant distincts, on peut
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réduire y à la forme canonique

«11^1 ^jl -i- «ïî 572 7)2-1- a33X3T,:i,

de sorte que

ûf = a],«22«33, g = «22«33|l7l-'- «33«11 1272-1- «Il«22br3-

II. — L'homographie de deux espaces coïncidants.

206. Supposons les espaces X et Y identiques. On peut ima-

giner alors que les (j) sont les mêmes éléments que les (x) ou

bien que les (^) : nous envisagerons cette dernière hypothèse plus

tard, et ici nous supposerons que les (y) et les
(r, )

sont lés mêmes
éléments que les (a:) et les (^) respectivement.

Si nous étudions le système formé par y, les (x) et les (ç) et

si l'on remplace les (y) et les (v]) par les (.r) et les (^), les résul-

tats précédents subsistent d'abord entièrement, et fournissent les

invariants/, ^, /i = (^1^) et <i, tous faciles à interpréter.

A ces invariants nous adjoindrons d'abord les formes k et y qui

sont les jacobiens de /*, g, h considérées comme fonctions soit

des (^), soit des (.r); /c et y sont des formes cubiques

aiiXi-ha2iCCi-\-a3iX3

Xi

«11 $1-1- «12 52-*- «13^3

»Illl-t-a21$2+ ^31^3

Cherchons maintenant les éléments doubles de l'homographie,
c'est-à-dire ceux qui se correspondent à eux-mêmes dans les

séries X et Y. Pour les déterminer, on a évidemment les équations

(«II— p)xi-+- a^Xz-h «3ia;3 = o,

«12«'l-J-(«22— p)'^2+ "^32^3 = O,

«13^1 -f- «23^2-?-(«33— P)^3— O,

p étant une inconnue auxiliaire déterminée par l'équation

!
«11
—

p

"?(.?)

«21

«22— p

«23

ou bi

«31

«32

«33— P«13

p''
—

îp^-i- /p
— d = o,
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OÙ l'on a fait

i = an -h an— 033, y = «m-t- «22-^ 233-

Les coefficients / et y sont évidemment comme d des invariants

proprement dits, d'ordre zéro, car les racines de l'équation en p

sont manife>lement invariantes, o(p) étant l'invariant d relatif

On arriverait auï mêmes résultats par les équations

(a,,
—

«r)a:i
—

aiî^-j -^- 213 J's = o,

>

qui conduisent à

(j^ —J'y- -r- ids — d^ = o,

de sorte que 07= d.

De même encore, les éléments doubles de seconde espèce sont

déterminés par les équations

f«ll— ?)ÇJ^- «12 b -^«13^ = 0,

>

OU bien

Nous avons ainsi trouvé huit invariants y, g, h, A*, y, /, y, d

qui forment un système complet : sept d'entre eux seulement sont

indépendants, et la relation qui les lie sera indiquée plus loin.

207. Nous allons retrouver les invariants i et j d'une autre

façon qui nous donnera en même temps de nouvelles proposi-
tions.

Considérons / comme fonction des (ç) et g comme fonction

des
(a:), ou inversement; l'invariant R {/, g) défini au n" ioO est

alors dh
;
et en effet la forme g correspond à l'homographie inverse

de celle qui est définie par y.
Considérons maintenant y comme fonction des (a:) et des (i)

successivement; il en résulte un invariant K que l'on vérifie sans

peine être égal à

c'est aussi

(a,,x,-hajia:î-+-a3,a:3j(ai,$i-t-a,i;î— a,jfj)-f-...,
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et, par suite, on voit que if
—jh 4-^=0 est l'équation de (2)

de Y, correspondant à (^y) de X, ( r) correspondant lui-même

dans Y à (^) de X; c'est aussi l'équation de (Q appartenant à X,
correspondant à

(r, )
de Y, (ti) correspondant lui-même dans X

à(i)de Y.

Dans le premier cas, les équations de (a:) et (jk) étant /i r= o et

y=o, on voit que les éléments (a;), {y\ (z) appartiennent à un

même faisceau, si l'on a A" = o, et seulement alors
;
dans le second

cas, on voit de même que (i), (r,), (^) appartiennent à un même
faisceau si l'on a y = o, et seulement alors.

En appliquant le même procédé à
g-,

on trouve de même que la

quantité

est égale à

y> — idh -+- df ;

l'équation jg — idh-\~ df=o s'interprétera comme plus haut.

En vertu des relations que nous venons d^obtenir, on trouve

tout de suite, par multiplication de deux déterminants,

H

c'est la relation qui existe entre les huit invariants du système.

Les invariants absolus géométriques proprement dits dépendent
des rapports des racines des équations en p

ou a-, c'est-à-dire

encore des rapports des quantités /", y' et d-.

208. Pour aller plus loin, nous allons examiner successivement

les divers cas qui se présentent quand on fait les différentes hypo-
thèses possibles sur les racines p,, pa, ps de l'équation en p. Nous

supposons d'ailleurs que l'homographie n'est pas singulière, et

qu'elle n'est pas définie par la substitution identique.

T. — L' équation en
p
a trois racines distinctes.

11 existe alors trois éléments doubles de chaque espèce n'appar-
tenant pas à un même faisceau. Si les (x) doubles sont pris pour

if—jà + g
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élémenls fondamenlaux, on a

g = as2«33ar,|t-^a33«iiarj|2-f-aiia,ja-3^3,

1 = a,i — «iî-^ «33r y = «2î«33-^ «33^1t-^ «ll^îîr <^ = «tl^îSÛfSS.

et en appelantA le produitnon nul («22
—

«33)(«33— «n)(«n— «22)7

k = A a-i Xi 3-3, y = A $, 1» Î3.

Les éléments doubles de seconde espèce sont donc les û/, ainsi

qu'il était évident; k^o est leur équation, et de même
-f
-=o est

l'équation des éléments doubles de première espèce.

Soient (a:) et (j') deux éléments correspondants des séries X
et Y; leur rapport anliarmonique avec les éléments doubles ûg

et O3 est '^^
t et par suite a la valeur constante -^: la même

T%yi
^ «33

chose a lieu pour les autres éléments doubles et aussi pour les

éléments de seconde espèce. Si (s) est commun à û, et (^J"), le

rapport anharmonique de (a*) et (5) avec Û2 et Û3 est de même
constant et facile à calculer. On a ainsi obtenu la si^ification

géométrique des invariants absolus.

Deux éléments correspondants peuvent être considérés comme
deux espaces à une dimension homograpbiques : il est clair qu'ils

sont en homologie si l'un d'eux contient un élément double appar-
tenant nécessairement à l'autre, et dans ce cas seulement.

II. — s, est racine simple ; on a Co^ s,, e< cette racine double

n annulepas les mineurs du déterminant ©(p)-
Ce cas est limite du précédent. On peut réduire y" à la forme

simple
/= «uXi^i-H («2 22-2 -^«32X3)^2— «33X3^3,

avec

«22 = «33, «îï7^«n» «3î?^o.

0| et Oj, û, et Û3 sont doubles; 0| et Û, correspondent à p,,

O2 et Û3 correspondent à la racine double p2-

III. —
p, est racine triple et n'annule pas les mineurs du

déterminant î3(p).

C'est encore un cas limite du précédent. A pi correspond un

élément double de chaque espèce, et ces éléments se contiennent;
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en les pren;int pour O2 et Ù3, on a

/— (aii-ri-t- «31^3)^1-+- («12-^)4- ^22 3^2 H- a32X3)^2-r- «33-^3^,

avec

«11 = «22= «33) «12 «31 3^ O.

IV. —
Pi est racine simple; on a p^^os, et cette racine

double annule les mineurs du déterminant 'f{p).

Dans ce cas, à
pi correspond un élément double de chaque

espèce; ces éléments ne se contiennent pas, et peuvent être pris

pour 0) et ù, ;
à la racine double correspondent tous les éléments

que contiennent 0, et O), comme doubles.

La forme canonique du cas I subsiste, avec «22= ''^33? de sorte

que k et y sont nuls identiquement, ce qui n'arrive pas dans les

cas précédents.

Deux éléments correspondants de première ou seconde espèce

appartiennent avec O) ou Q, à un même faisceau; si (x) et (y)
sont deux tels éléments, et si (5) est commun à Q) et à {xy).) le

rapport anharmonique (a;yOtz) a une valeur constante. On dil,

dans ce cas, qu'il y a lioniologie.

V. — Pi est racine triple et annule les mineurs du détermi-

nant
'f (p).

C'est ici un cas limite de l'homologie. A p, correspondent une

infinité d'éléments doubles de chaque espèce, situés sur deux élé-

ments O2 et Ci;j qui se contiennent. On a alors

/= «U-yi;i-t-(«22^2+«32a:-3);2-^-«33^3b
avec

«11 = «22 =«33» «32?^0-

209. En général, les éléments doubles seuls ont mêmes corres-

pondants quand on les suppose appartenant successivement aux

séries X et Y. Dans quel cas j a-t-il involution, c'est-à-dire un

élément quelconque a-t-il toujours même correspondant, qu'on le

considère comme appartenant à la série X ou à la série Y?

D'après le n" 207, il faut que if
—jh -\- g ?>q réduise à un fac-

teur près à 7^5 donc d'abord /r, jacobien de/, g^ h fonctions

des (^), est nul identiquement. Or ceci n'arrive que dans les cas IV

et V; pour qu'il y ait involution, il faut encore dans le cas IV que
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l'on ait rt|,-|-«o2=o; clans le cas V, il ne peut y avoir involu-

tion, riiomographie étant supposée non singulière.

Dans le cas unique de l'involution, on voit immédiatement

que, sur chaque élément double, il j a involution déterminée

par les éléments correspondants; le rapport anliarmonique tel

que (xyOi z) envisagé précédemment est égal à — i .

210. Cherchons, dans le cas général I, par quelles transforma-

tions on peut passer de la forme /à la forme canonique

A la racine p/
de l'équation cp(p)

= o, correspond l'élément

double
Q'^

dont l'équation est déterminée par

(«U - ?/)?•/'+ «lîî/' - «13 ^'Z'
= O,

«SJ ÎP H- ( «Î2
—

P/ ) l'î' -^ «Ï3 $3'
= o,

«31 r,''+ «32 r/'+ ( «33- ?/)$'/'
= O

;

si
( )')

et (:;) sont deux éléments quelconques, les trois dernières

relations peuvent être remplacées par

/(^,|{/))_p,(|(i)|s)=o,

et l'équation de û) est par suite

Xi Xi X3
j

«ll^i-i- «21 -*-r- «31-33 pi^l -• ••
1

c'est-à-dire, en posant (^yz)i=r^i.

Nous pouvons donc poser, (tj) étant quelconque,

^'i= ?'-/(^» ^. ) + ^C-^, ï; ) -+- ?<•(?/— i)(-r, I ^) ;

le déterminant de cette substitution, pour passer des (j::')aux (.r),

-(pî— ?3)(?3— ?i)(?i-?î)x(';);

est égal à

un calcul facile donne ensuite en partant des (x)), posant ;,•= (^tj)/.

An. - I. ,5
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et appelant <b le jacobien par rapport aux [x) des formes /{x, rj),

.^i^, r.)
et (i!^),

;«•
=

i?i- Pj)iPi—?A-)X{-ri)

pj et c^ désignant les racines de ç(p) autres que p,.

Quant aux coefficients, on a «//=^ s/.

On obtiendrait des formules analogues en partant des équations
des éléments doubles de première espèce O^.

211. Si un élément (x), appartenant à X, décrit une série

d'équation /= ^j-/'= o, l'élément correspondant (^y) de Y décrit

une série de même degré dont l'équation est

l{aitXi-i- a^ix^-^ asiXy, .... .-. .)
— o.

De même, si (^) appartenant à X décrit une série \= |îjr=o,
l'élément correspondant (tj) de Y décrit une série de même degré
dont l'équation est

On peut aussi dans le premier cas envisager la série formée par

les éléments {xy), définis par deux éléments correspondants, et

dans le second cas, la série formée par les éléments (ivj).

Si (^y) a pour coordonnées
(J^),

on a (î^|a:)-=o,y(x, J^)
= o;

on peut en tirer les (x), et portant dans l'équation / = o on a

l'équation de la série des (xy)-, de degré 2p.

De même dans le second cas, si (^ri) a pour coordonnées (z),

on a (^|5)=o, g{z, i)
= o.

Dans le cas général I, les formules se simplifient.

(y) décrit la série

liaiiXi, a22^2, (133^3) = o;

(/;)
décrit la série

X(a22«33^l, «33«li;2) «u«22;3) = o;

(J^)
décrit la série

^[(«22— «33)^2 S3, («33— «11)^3 ^b ^«1! — «22)^1^2] = 0;

(s) décrit la série

X[«ii(rt22 «33)^2-33, «22{«33— «ll)-3-I, «33 ( «1 1
— «22 )

^
1 -=2 ]

= O.
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212. Ces formules simples peuvent donner lieu à de nombreuses

applicalions.

Cherchons, par exemple, si la série des [y) peut être identique
à celle des (a:). Si le degré de / = o est i, on retrouve ainsi les

éléments doubles de seconde espèce.

Si le degré de /= o est supérieur à i, il est clair que si les au
restent arbitraires, le problème est impossible. Mais, si l'on a par

exemple a]^ = «22rt33, toutes les séries dont les équations seront

de la forme
'f{x-^, x^x^) =o répondront à la question : elles se

décomposent en séries quadratiques telles que x'^=^ i^x-^x^^

A étant une constante arbitraire.

De même, si l'on prend pour â^n, «oo, «33 les trois racines

cubiques de l'unité, les séries d'équations telles que

'^{X\, Xl, Xl, XYXtXz)=0
ou bien

<i{x\Xi, x\Xi, x\Xi):= G,

ou encore

o{x^x\, x^xl, XiX\) =

répondront à la question.

Ce sont là les types des solutions.

Les invariants dont l'évanouissement exprime ces faits sont

faciles à calculer.

Considérons maintenant la suite d'éléments
(^'**'), {x'^*^),

(x^-^), . . . , tels que (a:'"^) corresponde dans Y à (.r^"~'^) de X, et

dans X à {x^"+^^) de Y. Les équations de
(a;'"^), (x^'^), . . .

, (r'«^),

sont respectivement

{\\x) = o, rtua-i^i-i-a^îa'aço-^ «33ar3$3 = o, ...,

si les {x) sont les coordonnées de (x^"^) et si l'on emploie les for-

mules canoniques. Si en général f,i est le premier membre de

l'équation de {x^"^), on a la relation de récurrence

Jn+\ = ifII
—

jfn-\ -t- dfn-i. ',

d'ailleurs on a

/o = A, /i = /, fi = g^if—jh;
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d'où

/s = f> +( i''~j)f-^id - ij) h,

Â = {i^-j)g^{i'- -^ij + d)f-\-{id-i^j +P)h,

On pourrait de même prolonger la suite dans l'autre sens, avec

des indices négatifs, de sorte que

df-x = g, d^-f-, = jg ^df—idh,

On peut chercher la condition pour qu'un certain nombre des

éléments x'-"^ de rang donné, appartiennent à une série de degri-

donné. On trouve ainsi des conditions invariantes faciles à cal-

culer. Ainsi ? = o exprime que les éléments
{x^'^''), (x'-^^), (.r'''^) sont

alignés; J =o exprime le même fait pour (x^^^), (x^^^), (^x^'^^);
la

condition pour que six éléments consécutifs appartiennent à une

même série quadratique est i^d —
j'^
= o, . . . : cette série quadra-

tique se reproduit alors elle-même par l'homographie; etc.

On verrait encore aisément que la condition i= o exprime qu'il

existe une infinité de suites triples proprement dites (xj'z) telles

que les éléments (x)^ (y)) (^) appartenant à X, leurs correspon-
dants dans Y appartiennent respectivement aux éléments de

seconde espèce {^), (r, ), (î^)
de la même suite; et aussi qu'il existe

une infinité de suites triples proprement dites (^'fX) telles que les

éléments (^), (r^), (^) appartenant à Y, leurs correspondants
dans X appartiennent respectivement aux éléments de première

espèce (x), (y), (z) de la même suite. Dans le premier cas (y)
et (z) par exemple sont arbitraires; dans le second (yj) et (^) sont

arbitraires. Si « n'est pas nul, il n'existe aucune suite triple pro-

prement dite répondant à l'une des conditions précédemment

indiquées.

La condition y= o s'interprète d'une façon analogue, le rôle des

espaces X et Y étant interverti.

La démonstration de ces propriétés est en tout semblable à celle

que nous donnerons plus loin pour des propositions analogues

relatives à deux séries quadratiques.



CHAPITRE VII.

LA SERIE QUADRATIQUE.

I. — La forme quadratique ternaire.

213. La forme quadratique

y = ttx^ ^= CliiXl-h ai^xl-^ <^33^l -T- "iCCisTiX^-i- ianXjXi-i- 'iOiiXiXi

ne dépend que de sis. coefficients, et a cependant un invariant

proprement dit, son discriminant ou hessien

d=

aij et aji ayant la même signification.

Si d n'est pas nul, y=o est une série quadratique proprement
dite qui n'a aucune singularité; sa classe est 2, comme son degré.

Si d est nul, f se décompose en un produit de deux facteurs

linéaires; et si en outre tous les mineurs de d sont nuls, ces deux

facteurs sont proportionnels, de sorte que/" est un carré parfait.

L'élément {\) est langent à/, si l'on a, en faisant yj.= -
-^,

«11
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n'est pas nul, est donc

en posant

«11 = (722^33 <^2 3' *23 — <^12^13
—

^11<^23)

de sorte que les a/y sont les mineurs ôe d.

Le système formé par/, les (x) et les (Ç) admet les quatre inva-

riants/, cp,
<i et (^ j x).

Ona
'

ctiiOi-n-h. . .-\- lUi^oLi^-h . . .= id;

le hessien de es est o = d'-' la forme tano:entielle de z>, obtenue en

partant de
cp
comme o en partant de /, eslfd, de sorte que

fd

an ai2 a^ ari

a, 2 «22 «23 ^2

«13 «23 «33 ^3

Xt a"2 a"3 o

Si desl nul sans que tous ses mineurs le soient, /se décompose
en un produit de facteurs linéaires distincts

/-(rj x)iZ\x).

Les éléments (ti) et (s) ont en commun un élément (j'), double

pour/, qui vérifie les trois équations /^=: o, alors compatibles.

En faisant j)'/= {'f\^)i,
on voit facilement que cp

^= — 7 (jK I i)"> ^^

sorte que o est un carré parfait, et
cp
= o représente deux fois

l'élément double (y)-

Si les mineurs de d sont tous nuls, la forme o est nulle idenli-

queraent; on a

hes fj.. sont proportionnels à
(r, | .r); on a

axy={r,\x) (fil y),

ce qui détermine
(r, | x),

%\A. Si l'on adjoint à la forme / les variables (x) et (y), on a

les invariants Ux--, «j', d, et la polaire a^y

D'après les propriétés générales des polaires, aj:y=o est une
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série linéaire qui est le lieu des éléments (x) conjugués harmo-

niques de l'élément {y) par rapport aux éléments communs à /
et à (xy).
La symétrie de réqiiation a^y = o par rapport aux (x) et aux (y)

montre que, si (x) appartient à la polaire de (y)^ (y) appartient

inversement à la polaire de (x); (x) et (y) sont alors dits conju-

gués par rapport kf.
Si quatre éléments (^), (;;), (^), {u) appartiennent à un même

faisceau, il en est de même de leurs polaires, et le rapport anhar-

monique de celles-ci est égal au rapport anharmonique [yztu)', en

effet, les coordonnées des éléments [x) et celles de leurs polaires

sont liées par les formules d'une substitution linéaire, de sorte

(|u'une homographie particulière est ainsi définie.

Si
(t, )

est la polaire de (y) par rapport àf, (y) est aussi la polaire

de (t,) par rapport à 'j (si d n'est pas nul), comme le montre un

calcul facile. Nous dirons indifféremment, suivant la commodité du

langage, que (y) et (t.) sont pôle et polaire par rapport à y" ou g.

En supposant toujours d non nul, (y) n'appartient à sa po-
laire (ti) que s'il appartient à/, et alors (tj) est l'élément tangent
ày en (y). On voit aussi que (t,) contient les éléments de contact

des éléments tangents menés ày"par(^); que si (y), (z), (t) appar-
tiennent à un même faisceau, ainsi que (r), (z'), {t'), et si (5), (f),

(s'), {tf) appartiennent k/, (t,) contient l'élément commun 3(32')
et

{tt')', etc. Les mêmes choses ont lieu par rapport à f.

Si </=o sans que ses mineurs soient tous nuls, et si (y) est

alors l'élément double de y, la polaire de (s) est l'élément con-

jugué harmonique de (yz) par rapport aux éléments de seconde

espèce qui constituent/"; la polaire de (y) est indéterminée. Inver-

sement, on en déduit la position du pôle d'un élément (i).

Si / est carré parfait, la polaire de (z) est l'élément représenté
deux fois par/"; si (:;) appartient à./, sa polaire est indéterminée.

Comme application, on vérilîera sans peine que si l'on consi-

dère une suite triple (y), (s), (f), et la suite formée par leurs

polaires (t,), (1^), (0), ces deux suites sont homologiques, c'est-

à-dire que les éléments} y(ÇÔ)], [^(Ô'iri)], [^(t,^)] sont alignés ainsi

que les éléments
[Ti(:;f)], [^(fj')], [^(jJ'-)]; si d'ailleurs les pre-

miers sont alignés sur
(<r) et les seconds sur (s), (s) et (o-)

sont

pôle et polaire par rapport à y.
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215. Nous n'insisterons pas sur les invariants du système formé

par/ et un nombre quelconque de variables {x) ou (^) : ils sont

tous de types déjà connus. Nous signalerons seulement quelques
identités souvent utiles.

On a d'abord

(I)

«11 «12

«12 «22

h

'^23 il

^13 «23 «33 53
(II) da.

'a

("I) «(lr,)(!;6)
=

a.

^-2 Ïi3

! «13 Çl

«12 «22 «23 Ç2

«13 «23 «33 Ç3

C2

6,

^3 o

^ji

O

O

(IV) ct^,ry)izn
=

«11

ai 2

«13

7i

«11

«1

«13

2 «2

«12 «13 ^1

«22 «23 -^2

«23 «33 ^3

J»'2 J'3 O

«12 «13 ^i y\

«23 ^2 ^-2

«33 ^3 J'S

-3 O O

/s O O

OÙ (i"o) par exemple désigne comme d'habitude l'élément de pre-
mière espèce défini par (^) et

(yi). D'ailleurs, dans ces formules

comme dans ces suivantes, des variables de même espèce pourront
être supposées identiques à volonté.

Si, dans (I), on remplace les (t|) par les (/j), le premier membre

devient <i(^ Ij"),
ainsi qu'il était facile de le prévoir; si l'on rem-

place encore les (^) par les {fx)-, le premier membre devient doxy
De même, si dans (II) on remplace les {y) par les

('^yj)?
le pre-

mier membre devient d'^(y\\x)\ remplaçant encore les {x) par
les

(cpç),
on obtient d^air^.

Dans (III), remplaçons les (7^) par les {fy) '. le premier membre

devient
^i\y((,^)] \ remplaçons encore les {\) par les {Jx)

' on obtient

â?[^j'(J^8)]. Remplaçons les (tj) parles (/y) et les (9) par les {ft)\

on a
ayt^^iz,

— d{y \ K){f \ ^)] remplaçons les (^), les (tj) et les (8)

comme précédemment : on obtient <i[(J^|.r)«jf
—

{Z, | jK)^^f]') enfin,

si l'on remplace encore les {^) par les (fz), on obtient finale-

ment d{axzClyt
—

Cbyz^xt)'

On pourra opérer de même sur l'idenlilé (IV).

216. On a aussi

/x, /jr-j /.J,

fy\ fy: Jy%

fzx fz. fzi

d{x)

'f?.
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et, par suile, immédiatemenl,

Uxt ctyt a-t !

'

îtfO ^r^ 3t^6 !

d{xyz){tuv), txxL ^r'/. «r/
,

= ^*(^^.0(6x.^)-

^l\ ^rX Kf. i

«XM ayu «:

O^jcv ^yv ^zv

Enfin considérons rexpression cixzttyt
—

Oy-axt'i ce détermi-

nant est le produit des deux matrices

![
-21 -Sî -53 'I ^

''

/r, /rj /j-, !

I
i et . I,

II h U h J „ />, />-, /r, il

el, par suite, d'après une règle connue, est encore égal à
'y.t^xy)(zt)-,

de sorte que l'on a l'identité

f^xz^yt
—

<^xt<^yz= ^t,xy)izl)'^

de même, on aurait

^i^'^^rfi— H^^r,l= ^«(5r.)(î;6).

En particulier, on aura

217. L'équation des éléments tangents à^qui contiennent {y)
est évidemment '3.,^xr)'=^ o, ou encore ajc-cir-

—
<^x>

== o-

La forme équivalente à
^^xy)*, considérée comme (orme quadra-

tique par rapport aux {x), est, par un calcul facile, day'-{\\y)-,

ainsi qu'il était facile de le prévoir : elle est nulle identiquement
si (y) appartient à /.

On peut retrouver les résultats précédents de la façon suivante :

soit {x) un élément quelconque, de sorte que tout élément de {xy)
est ().,x -t- Aij^); cet élément appartient ày si l'on a

Xf aj;a-i- i\i\iaxy^ X|rtj.3
= o;

cette équation définit les éléments communs à /et à {xy) : ils sont

confondus, c'est-à-dire que (xy) est tangent à/, si l'on a

ax^ay2— a%y— o.

En éliminant les (X) entre l'équation précédente et l'équation
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on obtient

c'est l'équation des éléments communs à /" et à [xy). On peut

l'écrire aussi en appliquant à z> ce qui vient d'être dit au sujet

de/

en fait, il j a identité entre le premier membre de cette équation

et celui de la précédente, au facteur d près.

Appliquons ceci en remplaçant les (xy) par les/-, nous aurons

l'équation des éléments de contact des éléments tangents menés

df par (:;) ; soit, d'après les identités connues,

La même équation convient, en y regardant les (:;) comme variables

et les (i) comme données, pour représenter les éléments tangents

à/aux éléments communs à/et à [^).

218. Le rapport anbarmonique p des éléments (x) et (y) asso-

ciés aux éléments communs à /.et à (vTjk) est, d'après une équa-

tion précédente, facile à calculer. On a

Si (y) et sont donnés, le lieu de (x) est une série quadratique

facile à définir plus complètement; dans le cas particulier de

= —
I

,
on retrouve la polaire axy= o.

De même, le rapport anbarmonique p des éléments tangents à/
contenant (i/j) avec (i) et (tj) sera

219. On a l'identité

".f= a^-2
—

aj.y
—

«(xy)» •

de même, on aura

c^r [{œy) {yz)]i=yi{xyz).
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Par suile, il vient

Cet^e idenlité fournit une décomposition de «a' en une somme

de trois carrés de fonctions linéaires indépendantes, et il est facile

de vérifier que c'est la formule la plus générale qui réponde à celte

question.

Si cl est nul ainsi que tous ses mineurs, on a simplement

^i d e>t nul, sans que tous ses mineurs le soient, le troisième

t arré disparaît et la formule fournit immédiatement les facteurs

linéaires dans lesquels y se décompose.
Dans le cas général, (r) et (;;) sont arbitraires : «j-, = o est la

polaire de r, ajj_j-,
.

^3,
== o est la polaire de l'élément commun

à axy= o et à (yz).

220. On peut ainsi, et de la façon la plus générale, ramener /

à la forme canonique simple

J^^ anx\ ^- aaxl -^
«33^:1 :

on a alors

(l = fl,irtîî«33. ? ^«ÎÎ^JS^Î— «33«uU — "ll«iî;|-

La suite triple de référence est telle que O, et Û/ soient pôle et

polaire par rapport à /" : on dit qu'elle est conjuguée par rapport
à y. Il existe une triple infinité de telles suites triples, car on peut

prendre 0| arbitrairement et Oj arbitrairement sur la polaire

deO,.
Si cl est nul, J se ramène à la forme

/= «îî^-i-^assa-j,

ou bien

et la signification des éléments de référence est évidente.

On vérifiera que si deux suites triples sont conjuguées par rap-

port à une même série quadratique /, les six éléments d'une

même espèce qu'elles définissent appartiennent à une même série

quadratique.
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221. Dans certains cas, il j a avantage à choisir une autre

forme canonique.
Si la suite de référence OiOoOg ou Q, 1)2^3 est inscrite à y,

c'est-à-dire si les 0/ appartiennent à/, on a

/"= 2 «23^2^3-1- 2 «3 1^73^1+ 2 «12 371X2

et, par suite,

? = — «2 3^— «31I2— «12l3-^'^«l?«13Ç2^3-i-2a23a2ll-i^-i-2a3,«32;i$2;

en même temps, on dit que la suite O, O0O3 est circonscrile à
cp.

Si la suite O, O2O3 ou 0, Ù2Ù3 est circonscrite à y* et, par suite,

inscrite à ce, on a de même

/= '^2 3^1 l^if^l
—

^12-^3 ^-3Xi2ai3a72-Z"3-r-2a23a2tX3Xl + 2a3ia32^'ia^2,

d— 4a|3a|i afa,

'^
= 2a23a3,Xi2(2a23^2Ç3^ aasi^sli-H 2ai2^?2)-

On vérifiera sans peine que si deux suites triples sont inscrites

ày, les six éléments de seconde espèce qu'elles déterminent appar-
tiennent à une même série quadratique; le théorème analogue
a lieu s'il s'agit de suites triples circonscrites à y.

II. — La série quadratique définie par une forme bilinéaire

à deux séries de variables binaires.

Nous avons déjà vu comment une forme bilinéaire à deux

séries de variables binaires pouvait définir une série quadratique
ternaire. Si

g — aiiXi fXj-f- «12X1 |.i2-t- «21^2[Jll-i- ai^\>i\Xi

est la forme donnée, il suffit d'imaginer par exemple que les ().)

et les
(p.)

définissent deux éléments de seconde espèce, désignés

pour abréger par QC) et
(p.), ajant pour équations

Xi(r. |a7) + X2(C|^) =0» ^ll(0|a:•)^-^^2(/J^) = 0,

et de chercher le lieu de l'élément (x) commun à ces deux élé-

ments, lorsque l'on suppose vérifiée la relation ^= 0. Ceci

revient à mettre en correspondance homographique les faisceaux

formés par les éléments ().) et
(|jl).
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L'éqnalion de la série y ainsi définie est

«ii(C I ^)(Z. I
^^ — «i2(^ I -^)(^ I

-^^
—

«îtC'i I ^)(Z i ^) — «"(^i I a-)(e I :r)
= o ;

elle contient les éléments (t^^) et (ôy).
Le discriminant dey"est

Il s'annule quand l'invariant de la forme ^ est nul, et encore

lorsque l'élément
[(''^i^)(^'/)]

se correspond à lui-même dans les

deux faisceaux homographiques considérés (lo8).
L'élément tangent en (rX) par exemple est l'élément (a) qui

correspond à l'élément
(|x) contenant (rX)-

223. Réciproquement, si
( >) et (:;) sont deux éléments fixes

(juelconques d'une série quadratique, et si (x) désigne un élément

variable de cette série, les éléments (xy) et (xz) forment évidem-

ment deux faisceaux homographiques, puisque la correspondance

qui existe entre eux est univoque sans exception.
On voit par suite que, si l'on considère quatre éléments (x) de

la série, les quatre éléments correspondants (xy) ont un rapport

anharmonique constant qui ne dépend pas de l'élément (y) : on

l'appelle le rapport anharmonique des quatre éléments (j:) de la

série y.

Lorsque le rapport anharmonique (a:^'^a:^-':p('^ J7^*') ainsi défini

est égal à — i, on vérifie aisément que (x'-^^x^- )
et (^x^^^x^*^) sont

deux éléments conjugués par rapport à/.
Tout ceci peut se répéter pour des séries et des éléments de

seconde espèce. En particulier on voit ce que l'on doit entendre

par rapport anharmonique des quatre éléments tangents à/en (x^*^),

(x'-'), (x
•'

), (x'-^'), et il est clair que ce rapport est égal à celui

de ces quatre éléments (x) eux-mêmes, d'après une remarque faite

au n° 214.

III — La série quadratique comine série rationnelle.

224. D'après le n° 223, il est clair que les coordonnées d'un

élément [x) d'une série quadratique peuvent s'exprimer sous la
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forme

\q?> fi étant des formes quadratiques par rapport aux ().).

Réciproquement, de telles formules représentent une série qua-

dratique, si toutefois les fi ne sont pas liées par une relation

linéaire, comme il est évident.

L'élément (a) de coordonnées [x) a pour élément tangent celui

qui est défini par les formules analogues :

La série _/ et la série tangentielle © sont ainsi deux espaces à

une dimension homographiques dont les éléments homologues sont

les éléments de y et les éléments tangents à /" correspondants.

Si {}') est un élément fixe de /", les coordonnées de {xy) sont

faciles à calculer; en appelant ([Ji)
les paramètres relatifs à (jk)i on

peut écrire

ces expressions sont linéaires j)ar rapport aux (a), comme on

devait le prévoir : donc le rapport anharmonique de quatre élé-

ments (.r) est égal au rapport anharmonique des quatre couples

de valeurs Çk) correspondantes.

Ajoutons que, pour l'élément défini par les éléments tangents

en ().) et (a), on peut écrire

22o. 1^'étudede la série/ainsi représentée correspond, comme

nous l'avons déjà dit, à celle de la forme

hfiO'U X2)-l- b/^^A,, ÀO-i- Ç,/3(>-., À2).
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Si l'on fait

/î= 6oÀÎ-f-26, X,).î— 6iÀ|,

celte forme a le seul invariant multiple

L'équation de/ est

/ =
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De même, l'équation de l'élément de première espèce, défini par
les éléments tangents en Çk) et

(jji),
est

^l(Xi p.2-1- ^2 H-l) -+- ^I IJ-l ^>-T- X, [XjÇs
= O.

226. Ces formules simples peuvent servir à résoudre de nom-
breuses questions sur les séries quadratiques : on en peut, par

exemple, tirer une démonstration des théorèmes de Pascal et

de Brianchon, ainsi que des nombreuses propositions qui s'y

rattachent. A cet égard, nous attirerons l'attention uniquement
sur les deux cas particuliers d'une suite triple ou quadruple
inscrite à f.

Pour une suite triple ()^^''^), (^^^'0? 0'^^'')'
'^^ éléments tan-

gents en ()v"^), (^'^'), 0^'-^^)
ont en commun, avec les éléments

opposés (X'^Ov^^'), ..., trois éléments alignés suivant (r,); l'élé-

ment tangent en (Xj) est conjugué harmonique par rapport
à (V'X(2)) et (V'^X^»)) de l'élément qui contient (>J'') et le pôle

de
(X'-')v^'''^)

: les trois éléments analogues à ce dernier sont alignés

suivant (y), pôle de
(-/i).

Pour une suite quadruple (X^'^), 0^^^^), (^'^0» 0^^''^)j
'^^ éléments

tangents en
().('))

et (>J3))^ en (V^^) et {1^'^), et les éléments (X^'^X^^))

et (X(3)l('')), (X^-'X^»)) et {V''OJ*^) déterminent quatre éléments

alignés suivant
(r, ),

et formant un faisceau harmonique; en dis-

posant les éléments (X) donnés dans tous les ordres possil)les, on

obtient deux autres éléments analogues à
(-/;),

soit (Ç) et (6). En

faisant pour les éléments tangents à / aux éléments (X), ce que
nous venons de faire pour les éléments (X) eux-mêmes, on obtient

une suite (y), (^), (t) analogue à la suite (ti), (^), (9). Ces deux

suites sont équivalentes, et, par suite, conjuguées par rapport à la

série quadratique/'.

227. Voici encore une application générale très importante.

Considérons une série quelconque ^ = bxi'= o, de première

espèce par exemple, et de degré p. Chacun de ses éléments con-

tient deux éléments tangents à f; si les éléments de contact cor-

respondants sont Çk) et (p.),
la série g = o établit donc entre (X)

et
([jl)

une relation de degré p par rapport aux variables de ces

deux couples, et symétrique par rapport à ces variables : en effet,

pour les formules canoniques précédemment développées, cette
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relation est

^(^1 H'!'^ ^iî^l) ^l 1^1; ^
f'i'-î)

= *'•

Dans le cas général, avec les mêmes notations que précédemment,
on aurait

^§-[00X1 ixi-H ai(X| [Xj-t- Xî,ai) -h «iXîijLj,

^0^1 ;Jii-T- fei(Xi (Jiî-f- Xj jji, ) -f- 6i>s;jiî, . . .]
= o.

Réciproquement, considérons une forme aux deux systèmes de

variables binaires (â) et (tx), de même degré p par rapport à ces

variables, et symétrique par rapport à ces variables : égalée à zéro,

elle définit, si l'on veut, une série ternaire de première espèce de

degré /?,
dont l'équation est obtenue, par exemple, dans le cas des

formules canoniques, en remplaçant )v, Uo-h A2U|, >^i^i? ^aj^a

par j:,, jtoj -^s-

A ce cas on peut ramener celui plus général où l'on donne une

forme non symétrique par rapport aux (a) et aux (ix), des degrés

p' etp" par rapport à ces variables, soit ^'()^, Ja)
: nous supposons

cette forme indécomposable, bien entendu. Alors on envisagera le

produit g'Ç^i |a)o'(;J-? '»)> ^^ ^^^ définira ainsi comme tout à

l'heure une^érie ternaire de degré />'+ />".

C'est ainsi que l'équation de la série y" elle-même est (au.)
= o.

Toutes les fois que la série ternaire g sera indécomposable, la

forme correspondante en (X) et (a) sera elle-même indécompo-

sable, ou bien sera le produit de deux facteurs indécomposables,
se transformant l'un dans l'autre par le changement des ().) en (jx).

!2"28. Nous allons étudier quelques-unes des propriétés des séries

définies par une équation ^(a, |-x):=: o, symétrique, de même degré />

par rapport aux (a) et aux (a) : nous aurons toujours à supposer

que g' est indécomposable, ou bien que g se décompose en deux

facteurs tels que g'{\ jx), ^([a, \), le premier étant des degrés/?'

et p" par rapport aux (a) et aux (fx).

Les éléments communs à la série quadratique y et à la série g
sont déterminés par l'équation g{\ X)= o

;
ils sont en nombre 9.p :

mais, dans le second cas, ils sont distincts en nombre/? au plus,

puisqu'il suffit d'envisager l'équation ^'( A, ).)
= o. Par suite, dans

le second cas, nous pouvons dire d'une façon générale que la série g
eslp fois tangente à la série/".

An. — I. ,6
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Considérons maintenant les deux équations

qui admettent 2p(p — i)
solutions Çk), (iji).

En général, si (X),

(u.)
est un tel système de solutions, l'élément tangent à/ en

().)
a

deux éléments communs confondus avec g : il est tangent à g, ou

bien l'élément défini par (X), (u.) est double pour ^^ Ce dernier

cas se présentera si les équations

Ôky Oki

sont aussi vérifiées par ce système de solutions, qui sera alors

double pour les équations primitives, ainsi que le système obtenu

en permutant les (X) elles
([jl);

si toutefois on avait (Xa) = o, la

série g serait seulement tangente à /" en (X). Tout ceci est con-

forme aux formules de Pliicker, puisque la classe de g est en gé-

néral /?(/>
—

i),
et se trouve diminuée de deux unités pour un

élément double.

On a ainsi le moyen de déterminer les éléments tangents com-

muns ày et à g^ et les éléments doubles de g.

En particulier dans le second cas, où g = g'{\, [^)^'([J-, X), les

équations à considérer deviennent

elles admettent, puisqu'elles expriment que le discriminant de g

par rapport aux (p.) est nul :

1° Les solutions des équations ^"'(a, !Ji.)

= o, g'il^, X)=o, en

nombre total />'2+ /?"-, comptées chacune deux fois;

2° Les solutions des systèmes

et

—. o, >
—

<J,

en nombre total 2p'{p"— i) 4- 2p"{p'— i).
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Ce» dernières ne correspondent pas en général à des élé-

ments doubles de g. Quant aux premières, elles comprennent
d'abord les solutions de l'équation g'Q^, X) = o avec

()^[a)
= o, en

nombre /?'+/>"; ces solutions indiquent, comme nous le savons

déjà, que la série g est p fois tangente à f\ les solutions qui

restent, en nombre /?'(/>'
—

^)~^P"{p''
— 0» correspondent à

P_P _L PjJi [ éléments doubles de s^ en grénéral.

La classe de g est donc "^p'p" - Celte série a, avec gj ^p'p" élé-

ments tangents communs, parmi lesquels il y en a /? comptant
chacun deux. fois.

229. La forme bilinéaire

définit en général une série quadratique bitangente à y : si l'on

a «,2— ci-2\
= o, elle définit une série linéaire.

L'équation g = o établit une homographie entre les éléments

de la série / considérée comme un espace à une dimension : on

peut lui appliquer la théorie développée aux n°* 74 et suivants. La

série g devient linéaire quand il y a involution. Les éléments

communs à. / et k g sont les éléments doubles de l'homographie.
Si (x) est un élément quelconque de g défini par (X) et (^), le

rapport anharmonique déterminé par (X), ([x) et les éléments

doubles est constant^ dans le cas de l'involution, c'est un rapport

harmonique, de valeur — i. Dans le cas général, les deuxélémenis

communs à » et à un élément (^) tangent k f en (a) s'obtiennent

séparément, en donnant dans ^= o, soit aux (X), soit aux
( jx),

les

valeurs (a).

Dans le cas de la représentation canonique, l'équation de g est

(

^i-^«ii2-î-+-aîîa-3J
—

(
_^

1 {x\— ^XiX3) = o\

son discriminant est 7 («12
—

«2i)*(^ti ^Tas
—

<ïj2^2«)-

On ferait facilement le même calcul dans le cas le plus général.
Il est à peine besoin d'ajouter que, comme toujours, tout ce

qui précède peut être repris en échangeant l'espèce des éléments.

Une forme g linéo-quadralique définit de la même façon une

série cubique à élément double triplement tangente à f; les élé-
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menls communs à ^ et à un élément (^) tangent à / se séparent
en deux groupes de un et deux.

De même, une forme doublement quadratique définit, en

général, une série biquadratique à deux éléments doubles quatie
fois tangente ^ f '. les éléments communs à »• et à un élément (^)

tangent à/ se séparent en deux groupes de deux.

Une forme doublement quadratique symétrique définit une

série quadratique sans relation particulière avec y. Si l'on emploie
les formules canoniques, et si

g= XoXf fiî-1-2a, X,tai(Xi [^2 -+- X.2 [J., )

-4-a2(Xj [a|-4- X| ijif)-i-4 ajXj Xj [J-i !-i2-+-2 24X3 [Jt2( X, ,^2 + Xj fJLO+ ajXl [ji|,

l'équation de la série g est

'x^_.r\-+- %qxI + asa^j + 2(2x3 — a2)-^2.^3-i- lOL^^oc^iXi-^ y.'XiXiX.i = o,

et son discriminant esl, en gardant les notations des n"* 106 et

suivants, l'invariant «3 4-
"•^'

1

230. On peut appliquer ce qui précède à la résolution du pro-
blème général suivant : si (v) est un élément quelconque de f, cl

si gÇ^i iJ>-)
= o, hÇk, ij.)

= définissent deux séries ternaires,

l'élément tangent k f en (v) a en commun avec g et h deux élé-

ments (y) et (^); si l'on considère les nouveaux éléments tan-

gents ày contenant (y) et (z), ils ont en commun un élément (jc)

qui décrit une série F que l'on demande d'étudier. Il est clair que
si l'on considère (x) comme défini par (\) et (u), il suflit, pour
avoir la série des (x), d'éliminer les (v) entre les deux équations

^(X, v) = o, /t([^, v) = o.

Si ces équations sont symétriques des degrés/? et q, le résultant

est de degré pq par rapport aux (X) et aux
(jx), en général non

symétrique, de sorte que le lieu cherché est de degré .ijyq.

Lorsque l'une des formes g et h est décomposable en facteurs

non symétriques, il est clair que le lieu se décompose en deux

séries distinctes, et même en quatre séries distinctes lorsque g
et h sont toutes deux décomposables.

Restant dans le cas général, les éléments communs à y" et à F

sont déterminés par les équations gQ^, v)
= o, h{K, v)

= o; ce
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sont les éléments de contacts des lipq éléments tangents à /con-
tenant les éléments communs à ^ et A : en chacun de ces éléments

les séries y et F sont tangentes.

On peut déterminer les éléments doubles de F, comme on l'a

dit au n" 228, en cherchant le nombre des solutions communes

aux équations

^(X, v) = o, A(,u, v) = o, jÇ-CfX, v') = o, A(X, v') = o.

puisque, en éliminant les (v') entre les deux dernières, on trouve

encore l'équation de la série F, les Çk) et les (u) étant permutés.
En supprimant les solutions déjà indiquées pour lesquelles les Çk)

coïncident avec les (a), les (v) avec les (v'j, on obtient ainsi

"i-pqi^pq
—

i) solutions donnant /?^(^^
—

i) éléments doubles.

On a encore d'autres éléments doubles pour F obtenus en écri-

vant que les équations ^(a, v)
^ o, /i([J'-, v)

= o ont deux ra-

cines (v) communes: un calcul analogue à celui du n" 187 fournit

ainsi pq{p — i){q
—

i) nouveaux éléments doubles. Ceux-ci sont

donc au total en nombre pq{^pq — P~^^)- La série F n'aura

pas, en général, d'éléments cuspidaux et, par suite, sera de la

classe ipqi^p -\- q
—

i).

Les éléments tangents communs ày et à F sont faciles à déter-

miner; ils sont en nombre ^pq{p -h q
—

i) et nous en connaissons

déjà ^pq qui comptent chacun deux fois. Les autres sont obtenus

en écrivant : i° que ^(A, v) = o a une racine double en (v), ce qui
arrive 2/?(/>

—
i) fois, et alors, à chaque système Çk) ainsi déter-

miné, correspondent q systèmes doubles (ti); 2" que les équa-

tions jg'f A, v) = o,
—

V-^
—- = o, —V-—- = o ont une racine com-° ^ '

auLi
'

ajxj

mune, ce qui arrive ipq{q — i) fois; 3° en répétant ce que nous

venons de dire après interversion des lettres g et h.

Ou voit qu il ja "i-pi^p
—

1) éléments tangents communs à/etF,
d'ordre q de multiplicité pour F, et de même 2y(^ — i) éléments

d'ordre^ de multiplicité.

On peut supposer les séries g et h identiques. Dans ce cas, le

résultant des équations gÇk-i v) = o, gi^^-, v) = o contient (Aul)^

en facteur et le quotient est svmétrique; donc la série F est de

degré /?(/>
—

i). Les éléments communs à/ et à F sont obtenus

en écrivant que gÇk^ v) = o a une racine double en (X) : ils sont
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faciles à définir géométriquement. Il en est de même des éléments

doubles en nombre ~ {p
—

^)'{p
—

2) et des éléments tangents

communs avecy* en nombre '2-p{p
—

\){'2.p'
—

3).

De même, si l'on suppose g et h décomposables, et que l'on

étudie la partie de la série F fournie par l'élimination des (v) entre

les équations
g'{\, v) = o, h'i[x, v) = o,

respectivement des degrés p' et p" , q' et ^", on trouvera unf

série de degré p' (]" -\- p" q' ,
autant de fois tangente à /, et pos-

sédant

\pfl\p'q"- ') -+-

\ P"(ïip"<ï— ^)+ p'q'{p"— i)(/— ')

éléments doubles, de sorte que sa classe est ip'q\p"-\-cf
—

1).

Si déplus les fonctions^' et /i' sont identiques, on obtient alors

une série de degrép"(p'
—

i),
ne touchant pasy*en général, admet-

tant -
(/>'
—

i){p"
—

^){p'p"
'~

p'
~~

p") éléments doubles, et de

classe [p'
— I

) (
2

/?' p"
—

p'
—

2. p" )
.

231. Nous ne ferons que signaler, en terminant, l'extension que
l'on peut donner aux recherches qui viennent de nous occuper.
Parmi les applications que l'on en peut faire, citons d'abord les

théorèmes bien connus relatifs aux suites circonscrites à une série

quadratique f el dont tous les éléments de première espèce, saut

un, sont situés sur des éléments fixes de seconde espèce ou sur des

séries quadratiques fixes bilangentes à /; puis les propositions

relatives aux séries qui contiennent tous les éléments de première

espèce déterminés par les éléments de seconde espèce d'une suite

circonscrite à y, etc.

Nous nous arrêterons seulement sur le cas particulier suivant.

Revenons au problème général du n° 230, et supposons que les

séries g et Ji soient des séries quadratiques telles que l'équation

de F obtenue par élimination des (v) entre gQ^i ''')
= o,

/i(pi., v)
= o, soit symétrique en Çk) et (p.). Dans ce ras chaque

élément de la série F est obtenu deux fois; cette série est du

quatrième degré seulement, et n'est pas tangente kf : elle a avec

f huit éléments communs qui se déterminent immédiatement.
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En écrivant que les équations ^(a, v)
= o, A(u., v)r=o ont

deux racines communes (v), on obtient encore pour F quatre

éléments doubles : d'où l'on déduit que F se décompose en deux

séries quadratiques F4 et F2. Si maintenant l'on étudie les élé-

ments langents communs à F et à y. on voit tout de suite que ce

qui précède ne peut subsister qu'en supposant que y, g^ h ont

quatre éléments tangents communs, qui sont eux-mêmes tan-

gents à F, et Fo.

En écrivant alors que l'on a à la fois gQ^-t v)= o,
—

^"'

^

=0,

—V-^—- =0, ou bien a la lois -^^—
^ =0, -^—z—- =0,

y<(ix, v)= o, on détermine non pas des éléments tangents com-

muns ày et à F, comme plus haut, mais les quatre éléments dou-

bles de F, c'est-à-dire les quatre éléments communs à Fi et Fo.

En rapprochant cette détermination de ces éléments de celle qui

a été indiquée antérieurement, on obtient une proposition inté-

ressante, facile à énoncer.

Réciproquement, lorsque les séries y, g^ h ont quatre éléments

tangents communs, la décomposition étudiée ci-dessus aura lieu.

On le voit aisément de la façon suivante. Prenons s sous la forme

canonique des n"^ 106 et 107 : ceci revient à écrire que l'élément

fondamental Oi a même polaire par rapport à y et g] d'après

l'hypothèse, il aura même polaire aussi par rapport à A, comme
nous le verrons plus loin. Si les équations de ^ et A sont de la

forme

Avj -I- 2B ViVj-i- Cv| =0,

A'vf -I- 2B'v,Vi-i- C'v| = o,

A, B, C étant quadratiques en (à), A', B', C étant quadratiques
en ({a), l'équation de F est

(AC'h- CA'- 2BB')î— 4( AC — Bï)(A'C'— B'J) = o.

D'après l'hypothèse, les fonctions AC — B^ et A'C— B'* des (k)
et des

(jx) sont les mêmes; alors, exprimant cette condition, on
voit tout de suite que AC'-f- CA'— 2BB' est symétrique en (k)
et (a), et le théorème est démontré.



CHAPITRE VIII.

LE SYSTÈME DE DEUX FORMES QUADRATIQUES.

I. — Détermination des invariants. — Les éléments communs
à deux séries quadratiques.

232. Envisageons l'ensemble de deux formes quadratiques de

même espèce, soity"= «x'5 »
' = ^x-] si nous adjoignons aux coef-

ficients de ces formes les variables {x) et (^), nous aurons d'abord

comme invariants les discriminants d et d' de /et g^ les formes/
et g elles-mêmes, et leurs formes tangentielles cp

=
a^î, <l =

jiji ;

nous pouvons encore y joindre la forme (^ | x).

Considérons maintenant la série quadratique (à) du fais-
ceau (/, g)^ définie par l'équation

et de même la série de seconde espèce []x) du faisceau (co, >b)

définie par
[Jl 1

O -I-
[JL2

'i' = o .

Le discriminant de la série (a) est

\]d^ Àf/oe -i-Ài).| <?'-+- À|f/',

ou e et e' sont deux invariants définis par des relations telles que

,
dd

,
dd= «11 -. f-.. .-f- 4<23 -r- !-•• •

(/ail oa-i-i

dd' dd'
1 -TT h. . .+ «23 -XT !-.

obix dbii

la puissance qui figure dans ce dernier membre étant symbolique.
Les relations qui définissent e' se déduisent facilement des pré-

cédentes.
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Le discriminant de la série
(;ji)

est de même

ce qui permet d'écrire de nouvelles égalités intéressantes pour

définir e ou e'.

La forme équivalente à ()v) est

où l'invariant y est encore une polaire ;

âo

dan

= («îïèîî-l- «sî^ii— 2rt236j3);f
— ...

-^ 2(a,î6,3-i-ai3 6,2— an^îs— flri3 6i,);iÇ3-f-.

De même, la forme équivalente à (jx)
est

'x.\df^ ;x, ;jijA -f-
\i.\

cl' g.

6„
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par suile, on a l'équation

Àj «12 "4- A2 612 Aj «22 "+" ^2 ^22 'M «23 + ''2 ^23

Xirtia+Xo^u Xia23+X2623 Xl^sS+^S^SS

de plus, on voit que les éléments cherchés sont en même temps
les éléments multiples du faisceau ( /, i?),

c'est-à-dire les éléments

multiples des séries de ce faisceau, )m/+ ^^2^
= o? qui se décom-

posent.

Si une racine (a) de l'équation A = o n'annule pas tous les

mineurs du déterminant A, ce qui arrive nécessairement si

cette racine est simple; à cette racine correspond une solution

unique [x) : la série correspondante, X^f+\^2g^^1 admet cet

élément double unique.
Si une racine {\) annule tous les mineurs de A, de sorte qu'elle

est double ou triple, il lui correspond une infinité simple d'élé-

ments [x) remplissant un élément de seconde espèce que repré-

sente deux fois l'équation X, /"+ Xo o^ = o.

Si y et ^ sont des formes distinctes, comme nous le supposerons,

les éléments de A ne peuvent être tous nuls.

Si
()v), ()/) sont deux racines distinctes de A = o, auxquelles

correspondent des solutions {x) et {x') nécessairement distinctes,

on a

>v 1 /.-.+ X 2 gXi
= o

, X', /,.;
-(- X'2 gx'.

= o,

d'où

X, rtj..,.'-t- ^tb,ix' = o, X'j Clrx' -4- ^'2 ^-'•t' — *^'

et par suite, puisque l'on a (XV) ^o,

arx-
—

Ifj X' = 0;

donc (x) et (x') sont conjugués par rapport à/ et g, et, par suile,

par rapport à toutes les séries du faisceau (/, g).

Si le déterminant A est nul identiquement, d et d' sont nuls,

et, par suite, / el g sont décomposables. On peut prendre /sous

l'une des formes artos-^^i^^s ou a, , •^^ et l'on vérifie sans peine

que g représente alors deux éléments de seconde espèce dont l'un

est commun avec ceux que représente /, ou bien qui ont en
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commun un élément multiple de /. Toutes les séries du faisceau

sont décomposables.

^3A. Le cas où A est nul identiquement étant laissé de côté, le

faisceau (/, g) contient au plus trois séries décomposables qui

n'ont pas d'élément double commun.

On peut alors démontrer sans peine les propriétés suivantes :

i** Supposons qu'une série décomposable (a) se compose de

deux éléments (ç) distincts. En choisissant les coordonnées de

façon que cette série soit 2X0X3= o, l'étude de A montre immé-

diatement que, si la racine (X) est simple, la solution correspon-
dante (x), qui est ici 0^, n'appartient à aucune série du faisceau

(/, ^) autre que (X); si la racine ().) est double, O, appartient à

toutes les séries du faisceau, qui y sont tangentes à un même
élément (ç), d'après les propriétés des polaires; cet élément tan-

gent commun coïncide avec X2=o ou x^^o si Çk) est racine

triple et seulement alors.

2" Supposons qu'une série décomposable Çk) soit une série

linéaire double; son équation peut alors être prise sous la forme

^'f
= o. On voit ici que x, = o a en commun avec toutes les séries

du faisceau deux éléments distincts A et B, si (X) n'est pas triple;

les séries sont tangentes en A et B, et leurs éléments tangents com-

muns sont distincts de Xi= o. Si la racine Çk) est triple, x, ^ o

est tangent à toutes les séries du faisceau en un même élément A.

235. Examinons maintenant les différents cas qui peuvent se

présenter.

I. Léquation A = o a trois racines simples.

A ces racines correspondent trois éléments (x) distincts, qui
ne sauraient appartenir à une même série linéaire, d'après leurs

propriétés, et qui forment une suite triple conjuguée à la fois

par rapport à / et o
;

il n'y a d'ailleurs pas d'autre telle suite. En
la prenant pour suite de référence, on a les formes canoniques

/ = a, , orf -+- «22 ^i -1- «33 J*3 J

et les trois quantités aubjj
—

ajjba sont différentes de zéro.
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H. Inéquation A = o a une racine simple et une racine

double qui n^annule pas tous les mineurs de A.

C'est un cas limite du précédent.
Si O, correspond à la racine double, et O^ à la racine simple,

les séries sont tangentes en O, à Oi O^, d'après les propriétés indi-

quées plus haut. La polaire de O2 contient O, : si l'on suppose

que O3 appartient à cette polaire, on a les formes canoniques

/— a.i,_x\ -t- a-i^xl -(- lai^xiT-i,

g = l,^,xl-h bs.ixl-^- itfiiXjXi;

d'ailleurs, on a

«22*13— «13^22?^ o, «33*13 «13*33?^ O.

III. L'équation A = o a une racine triple qui n'annule pas
tous les mineurs de A.

C'est encore un cas limite du précédent.
Si O, correspond à la racine triple, les séries j sont tangentes

à Ù3 par exemple. On a

/= «2,37? -+- «333-5 + ia23XiX3-h lai^XiXz,

g = 622-^1 + *33a-| -H 2 bi'^x.yx^ 4- 2 6,3,r, .7-3,

avec

«13*22 — «22*13 = 0, «22*23 a23*22?^0- «13*23 «23*137^0.

0( est commun trois fois aux séries y" et g\ ces séries ont un qua-

trième élément commun que l'on peut prendre pour O3 ;
alors

«33= *33 = 0.

IV. L'équation A=:o a une racine simple et une racine

double qui annule tous les mineurs de A.

A la racine simple correspond par exemple 0| ;
à la racine

double correspondent tous les éléments de Q,, polaire de O,, par
suite. Si O2 et O3 sont conjugués harmoniques par rapport aux

deux éléments A etB communs à ùt et k/etg, la suite triple O,,

O2, O3 est conjuguée par rapport à /* et g. On a donc d'une infi-

nité simple de manières

f= «11^1 + «22^2 -t- «33^3,

g = bnX-^-+- 622^2-^ *33^I-
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avec

"33^30 '^ÎS^ii^O, «ll«î2 — «ii^ii 7^ O, «11^33 «33 ^11 7^ O.

Si l'on prenait 0| AB pour suite de référence, on aurait

A' = ^ll-^f-i- 'i^i3^i^3,
avec

«11^23— «13*11 ?^0.

V. L'équation X = o a une racine triple qui annule tous les

mineurs de A.

A celle racine correspondent tous les éléments de Û3; les séries

du faisceau se touchent en O, ;
si Oo est quelconque sur ûj el

si Ci-, est la polaire commune de O^, on a

g = 622X1 -r- 635.r5-f- î 613X1X3,
avec

«iî^ll — «I36îi = 0, «ÎÏ633— a%^l't*^^'>^ «13633— «33613^1».

!236. L'analyse qui précède nous fournit d'abord la réduction

dey et or à des formes canoniques, en particulier à des sommes de

carrés lorsque cela est possible. Elle nous fournit aussi les élé-

ments (x) qui ont même polaire par rapport à toutes les séries du

faisceau, el par suite les éléments (;) qui ont même pôle par rap-

port à ces séries; les suites triples conjuguées par rapporta ces

séries; les séries décomposables du faisceau, ainsi que leurs élé-

ments multiples. Enlîn elle nous fournit la disposition des élé-

ments communs à deux séries quelconques du faisceau, qui son!

les éléments communs à /"et à xr.

On voit tout de suite, en effet, qu'en laissant de côté les séries

décomposables.
1° Dans le cas l, deux séries (X) du faisceau ont en commun

quatre éléments distincts, qui inversement, déterminent le fais-

ceau;

2" Dans le cas II, deux séries ()v) se touchent en O,, qui leur

est commun deux fois, et ont deux autres éléments communs dis-

tincts, qui, avec 0| et l'élément tangent commun Û3 en 0|, déter-

minent le faisceau ;
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3° Dans le cas lll, deux séries du faisceau sont osculatrices,
c'est-à-dire ont en commun trois fois l'élément O,, où elles se

touchent suivant Û3, et une fois un autre élément;

4" Dans le cas IV, deux séries du faisceau sont bitangentes,
c'est-à-dire ont en commun deux fois les deux éléments A et B, en

lesquels elles se touchent, les éléments tangents communs déter-

minant avec A et B le faisceau
;

5° Dans le cas V, deux séries Q.) sont surosculalrices, c'est-

à-dire ont en commun quatre fois l'élément O,, où elles se

touchent.

Les modifications à faire quand l'une des séries ().) est dé-

composable, ou qu'elles sont toutes deux décomposables, sont

évidentes.

237. Il est facile d'écrire les conditions qui expriment que l'on

se trouve dans un cas particulier donné.

Les séries y et g sont simplement tangentes si l'équation A = o

a une racine double, ce qui donne

1- d'^d'^— 18 dd' ee'— e-<;'*-4- \de'^ -r- ^d' e^ — o.

Les séries / Qt g sont osculatrices si A = a une racine triple,

c'est-à-dire si le hessien de la forme binaire A par rapport aux (X)
est nul identiquement, ce qui donne

3rf e e'

e e' li d'

Si les séries y*et^ sont bitangentes, et si (X) est la racine double

de A = o, la forme équivalente k'hif -\-\.2g est nulle identique-

ment : on a donc
Xf©-i-XiX2 7-i-X^tl =0;

les dérivées partielles de A sont nulles aussi; alors, éliminant

linéairement X\j X,X2 et X\ entre les trois équations ainsi formées,

on obtient comme condition l'évanouissement identique de l'in-

variant

? y. ^

Zd "xe e'

e ie' 3 </'

Celte condition nécessaire est suffisante aussi, comme nous le
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montrerons plus loin, si les conditions d'osculation ne sont pas

vériBées.

Si les séries y et g sont surosculatrices, on a comme plus haut,

pour la racine triple de A = o,

de plus, les dérivées partielles du second ordre de A sont nulles,

et par suite

3f/Xi-+- eXi = o, eX,-r- e'Àî = o. e').i-i- 3rf'Xî= o.

On en déduit, en particulier, les deux relations équivalentes :

e' o — ^ / -T- 3 d'\i = o,

3rf'ç
—

e'y-\- e'i=o:

ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes, comme nous le

verrons plus loin; elles entraînent les conditions d'osculation.

238. Tout ce qui précède peut être répété sur les séries o elà

et le faisceau
jji,

o + u.^'}
différent du faisceau /^if-\- ^zg-

On obtiendra la forme canonique de o et 'i, les éléments qui
ont même polaire ou même pôle par rapport à es et 'i*; .... Si, en

particulier, les séries / el g sont indécomposables, de sorte qu'il

en est de même de ^ et 'l, les éléments qui ont même polaire ou

même pôle par rapport k o et 6 sont les éléments déjà trouvés,

qui ont même pôle ou même polaire par rapport k / et g; les

suites triples conjuguées par rapport à o et «i sont les mêmes que
les suites analogues relatives k / et g; les éléments communs à o

et à «l sont les éléments tangents communs k / et à o^; les séries

décomposables du faisceau (o, tl) sont formées des éléments com-
muns aux éléments tangents k / et k g, associés deux à deux, et

ces couples d'éléments déterminent les éléments de seconde espèce

qui ont même polaire par rapport à es et d»
;
....

Ces résultats, réciproques de ceux précédemment obtenus, n'ont

rien de surprenant, si Ton remarque que l'équation M = o, obtenue

en égalant à zéro le discriminant de tx, o -\- u-a'y,
se réduit à l'équa-

tion A = o par la substitution

|X, _ rf'X,



256 LIVRE II. — LA GÉOMKTRII-: TERNAIRE.

les clifTérenls cas possibles seront donc les mêmes qu'au n'* 235.

Dans le cas I, avec les notations déjà employées, les formes

canoniques sont

/ Cl g ont en commun quatre éléments tangents distincts.

Dans le cas II, on a

tp
= «22«33Çl

—
Ct'l/^î

—
•'«22<^'|:iÇi:3!

/ et o ont en commun deux éléments tangents simples, et en

outre Q3 deux fois.

Dans le cas III, on a

Cf
=z («,,«33— a|3);f

^ = (b,,b,,-bU)^l

«î 3 52
—

••>• ("n f'\:i Ç 1 :•!
^ i " 13 «23 Ç! ;2,

^?3^5--^^2.^,3;i;3"-^^l3^23;i^2;

Q3 est un élément tangent commun trois fois à y" et «; il en exist(;

un autre simple.

Dans le cas IV, on peut écrire ca et 'l comme dans le cas I, avec

les conditions énoncées au n° 235; / et ^' ont deux, éléments tan-

gents communs, comptant chacun deux fois.

Enfin, dans le cas V, on a

cp
=z

<Ï22'ï33^1
— 0!

^ = ^'2.^33?? -bUil

- la^^fii

>.b..,b 13 ;i Ç:i

'

'33:1 l'i 3 ;

Q3 est un élément langent commun quatre fois à /"et à g.

Les conditions caractéristiques des divers cas s'expriment

comme au numéro précédent; dans les cas IV et V, elles devien-

dront

/ h g

3d icle' e

e' id' e '\<V

et

d '

ef — e h -\- % dd '

g
idd'f— eh -\- de' ff

o,

239. Les séries décomposables du faisceau [J\ o-) correspondant
aux racines de l'équation A = o, l'équation de ces séries, c'est-
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à-dire des six éléments de seconde espèce qui contiennent les

éléments communs à / el à g deux à deux, est évidemment

dp— e'/î g -^ e/g*-
—

f/^3 = o.

9

Il est d'ailleurs évident sur les formes canoniques que les élé-

ments (i) qui constituent l'une de ces séries décomposables ont

en commun un élément Oj, et sont conjugués harmoniques par

rapport aux deux éléments ûy qui contiennent O/; celte proposi-

tion, qui s'applique au cas I, est facile à modifier dans les cas par-

ticuliers.

La même chose peut se répéter sur les éléments déterminés

par les séries décomposables du faisceau (ç, •^);
en particulier,

ils ont pour équation

d'io^—ed'o^'l -^ e'd-^-l^
— d*--l^ = o.

Les séries du faisceau
(/", g) ont pour équations tangentielles

X| o -+- >
, Xî / -i- >.| '1

= o ;

donc, il y en a deux qui touchent un élément (ç) donné; ces deux

séries sont confondues si (ç) vérifie l'équation

4 (p4*
—

/ — °
î

d'ailleurs, il en est ainsi évidemment si (^) contient un des élé-

ments communs à y et à ^, de sorte que l'équation du quatrième

degré que nous venons d'obtenir est celle de ces quatre éléments

communs. Nous retrouverons ce résultat plus loin.

De même, l'équation des éléments communs koet^, c'est-à-dire

des éléments tangents communs k/et g^ sera

Âdd'/g — h^- = o.

240. On peut envisager les deux invariants qui sont les jaco-

biens des formes/, g, h et 'j, à, y.
En se servant des formes canoniques générales du cas I, on a

X = (««*3î-t- «3s*2î);î -H-. • •;

le jacobien /• de/, g, h est donc

r = XiXiXi(atib33— a33bii)(ai3bii — aiib3s){aiibti— a«6ii);
An. - I. n
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le jacobien o de
cp, •]>, y est

P
= ^1^2b(«22^33— «33^22)(«33^11— «ll633)(«11^22

~
«22^1l)-

On voit que les équations /• = o et
p
= o représentent les élé-

ments 0/ et ùi de la suite triple conjuguée par rapport à f et g.

Dans les cas IV et V seulement, r et
p, toujours faciles à cal-

culer, sont nuls identiquement : or ceci arrive toutes les fois que
les fonctions /, g^ h ou

(^, «!/, y sont liées par une relation, et

cette remarque justifie ce qui a été dit plus haut sur la suffisance

des conditions obtenues pour exprimer le double contact ou la

suro seul a lion.

Les invariants /• et
p

sont liés par des relations aux invariants

employés jusqu'à présent. Si (X) est racine de A = o, la forme

Xf Cp
-f- XtX2)(^ -f- X| t|/

est un carré parfait, et, égalée à zéro, représente dcu\ fois l'un

des éléments O,-, d'après ce qui a été dit plus haut : p^ ne diffère

donc que par un facteur constant du produit

étendu aux trois racines de A = o. On trouve alors sans peine

— p2= o3^'2_j_çp2^(e'2_ 2e(i')-l- çpJ,2(g2_2e'a?)-|-,|;3f/2—
e'c?'(p2^+ (3c?û?'

—
ee')^»!;^

—
ed<^^^f^-^ ecV fùyJ-\- e'

d<^-/'-
— dd' ^.

Un raisonnement analogue conduit à

— r^ ^p dd'^ -\-p g d' {e"^
— ie' d) ^ fg"^ d{e"i

—
f.ed') ^ g^ d'^ d'

— ed'ph + (3dd'— ee')fgh
—

e'dg^h-+- e'/h^-^ egh^-—h\

Remarquons que le calcul indiqué au commencement de ce

numéro nous montre que les formes h et
-/

sont réduites à la

même forme canonique que / et g, dans le cas général : la suite

triple conjuguée par rapport à / et g l'est donc aussi par rapport
aux séries h et y. Mais la série h ne fait partie du faisceau (y, g)

que dans les cas de double contact ou de surosculation; il en est

de même pour y relativement au faisceau (a, d/).

241. Voici comment, dans le cas général où l'équation A := o a

trois racines distinctes, on peut réduire f et g aux formes cano-
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niques du cas I :

/=a'n x'^ -H a 2 î x':- -r- «3 3 x'^ ,

g = b\i 3c'^ H- b', j x'^ -\- 63 3 x'^ .

Soit

A = II(Xi).'/'-).îX/)) (t = ., 2, 3),

et faisons correspondre la racine
()vf'^)

à l'élément de référence O^-;

alors la forme équivalente à d'\f o + ^'i"'}? soit

d'W//+ >^V >^'/'
h + d{ XV' r- g..

ne diffère que par un facteur constant de x'-'.

En faisant h = Cj--, et désignant par [y) un élément quelconque,
on peut donc, en prenant la polaire, écrire

Le déterminant de la substitution ainsi définie, pour passer des (x')

aux (x), est

3 = _fM'(Xfjî)X'ï"— Xfi3'X'j*))(X'i»iX',«'-X',»>X'j»))(X'i»'X'j*>— X^^iXiiiO^-C^),

d'après la définition de r comme jacobien.
X"'

Les rapports r-^
sont des invarianls absolus, et l'on a

h'- X"'>

a'ii

~~

Xy»

'

Par les propriétés des invarianls, en faisant les (x) égaux aux

(^'), et appelant (^) les transformées des (y), on a

«'1 \y'\ + «2 27? + «3 %y% = «r''

)(i) X'*' X>3'-
TTn «'ii7?

-
TTT) ^rft - TTT) «'33X3' = ^>'.A 2 A j A j

, , ,
d

«ii«2î«33= ?ï;0"

puis, en se servant de h et de ces relations :

XV' (\T ^'l''\ . ., _ Cy.^

l'i'^KW^ W')"^''-^'"^
—

d'

On tire des équations ainsi obtenues

Xi"y.(ÀU' liJ)_ X^"' X
','')( X'/' X/>— X(*' X^j")

les indices /, /, k étant différents.
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Il vient donc

>m/+À2^ = -_2
(hl[^'-l^V/^)x'^

7;XV)>//'(XV'ÀV''-^'/'>^'2'')(À'/'X'/'-X(*)X'/))

Si J'on fait les (y) égaux aux
(.2;),

au second membre -A- se

réduit au carré parfait

f/'(Xy')2a^.^-f- XV'>-'2''C^=+ ^(>'/')-6xS

d'après ce qui précède : on a ainsi décomposé )m/+ ^2^ en une

somme de carrés, mais les nouvelles variables ne sont pas en évi-

dence.

II. — Les invariants h et y.

242. Soit (^) un élément de seconde espèce déterminé par (y)
et (z) : un élément (pi J' + pa s) de (^) appartiendra à la série (X)

du faisceau (/, g) si l'on a

Xi[p|ay=+2pip2ayj+ p|a;;2]-t- X2[pi 6>-^H- ^pipa^yz-l- p|6::=]
= o.

On voit, d'après cela, que les séries (X) déterminent par leurs

éléments communs avec (^) une involtition dans l'espace (^) : les

éléments doubles de l'involution sont les éléments de contact des

deux séries ÇK) qui touchent (Ç). L'involution n'est singulière que
si ces éléments sont confondus, c'est-à-dire si (^) contient un élé-

ment commun à f el g.

243. Considérons en particulier les deux couples d'éléments

communs à (i) et à/ et ^ : si A' est le rapport anharmonique qu'ils

déterminent, on a

H-/ry_ [ay'b^^— iGyzbyz-h az^byY ^

i — k)
~~

^{Uy^a-^
—

a^.)(by^bz'— b^z)'

on a d'ailleurs

Uy^az^— af.= o-i}
=

'f, by^b.j— b^..= ^%'= '\>,

et d'après la définition de y comme polaire

ay2 b^^.
— 2 oyz by- -T- a.^ by^

=
Y^.
= X ;

donc

H-/.-\2_ X2— kj 4cp<];
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Celle équation définit la série des éléments (;) tels que k ait

une valeur donnée : c'est en général une série biquadratique tan-

gente à C3 et à
'}

suivant les éléments communs à ces séries et à y.

Pour k nul ou infini, on retrouve l'équation des éléments com-

muns à /et à o^
: 4 f'}

—
'/,"
= *^-

Pour A- = — I
,
on a y = o : la série y est donc celle des

éléments (i) tels que les éléments communs à {^) ei k f el g
forment deux couples conjugués harmoniques.

D'après cela, il est clair que les éléments communs à
cp

et à y.

par exemple, sont les éléments tangents à / suivant les éléments

communs à y et o".

244. De la même façon, les séries du faisceau
(cp, ^) déter-

minent par leurs éléments communs avec (x) une involution dans

l'espace (x).

Si A' est le rapport anharmonique des éléments communs à (x)

et C3 associés aux éléments communs à (x) et à, on a

/i-+-A-y_ Aî__

^dd'/g — h-=o est donc l'équation des éléments tangents com-

muns àfelg; h = o est la série des éléments (x) tels que les élé-

ments tangents à/ et ^ qui contiennent (.r) forment deux couples

conjugués harmoniques. Les éléments communs à/ et h sont, par

suite, les éléments de conlacl sury des éléments tangents communs

àfelàg.
Si g se décompose et représente deux éléments (ç) distincts

ayant (x) en commun, h = o représente les éléments tangents kf
menés par (x). Si g représente un élément (^) double, h est nul

identiquement; y =o représente les éléments communs à y et

à(i).

24o. Le discriminant de h est dd\ee'— dd'), et celui de y est

ee'— dd' . Si donc ou est dans le cas général, c'est-à-dire si d et d'

ne sont pas nuls, on voit que les séries h et y se décomposent en

même temps, quand on a ee'— dd' ^^^ o.

Supposons cette condition réalisée, et employons les formes

canoniques; on a alors, par exemple, «22^33+ «33^22= o? elles
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éléments fondamentaux O, et Q, jouent un rôle particulier.

D'après ce qui a été dit plus haut, h se compose de deux éléments

contenant O), et chacun d'eux contient deux éléments de contact

sur chacune des sériesy et g des éléments tangents communs à /
et g. De même y se compose de deux éléments appartenant à Q,,

et chacun d'eux contient deux des éléments tangents à chacune

des sériesy et g suivant les éléments communs à/ et à g.
De plus, les éléments de la série décomposable du faisceau

(/, g) qui a pour élément double O, ont pour pôles, par rapport
à f comme par rapport à g, les éléments de y 5

et de même les

éléments de la série décomposable du faisceau
('^, '^) qui a pour

élément double ii, ont pour polaires, par rapport à y comme par

rapport à g^ les éléments de h.

Les deux couples d'éléments de/' et g situés sur Q, sont conju-

gués harmoniques; les deux couples d'éléments tangents à / el g
et contenant O, sont de même conjugués harmoniques.

Si A est un élément commun à f el g, et si B el C sont les deux

autres éléments communs à/ el g qui ne sont pas alignés avec A
et O,, le couple AB, AC est conjugué harmonique du couple
formé par les éléments tangents en A à /et g.

La propriété correspondante a lieu relalivement aux éléments

communs à o et d/.

Béciproquement, chacune des propriétés que nous venons

d'énoncer entraîne les autres. Deux séries /* et g jouissant de ces

propriétés peuvent être dites harmonirjues.
Deux cercles orthogonaux, en Géométrie ordinaire, sont un

exemple de deux séries harmoniques.

III. — Les invariants r et e'.

246. Cherchons d'abord quelle est la série définie par les po-

laires (l) par rapport à / des différents éléments (x) de g. Un

calcul simple, exécuté sur les formes canoniques générales, conduit

pour celte série à l'équation

eo — d/ = o.

De même, la série des pôles (;r)par rapport à /des éléments (ç)
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de (!' a pour équalion
e'f—h = o,

et les deux séries que nous venons de déterminer sont manifeste-

ment tangenlielles Tune de l'autre, car en remplaçant un élément

quelconque par son pôle ou sa polaire par rapport à y, on ne fait

qu'exécuter une transformation homographique sur les éléments

de l'espace, les nouveaux éléments remplissant le même espace,

mais étant d'espèce opposée.

247. Étant données les deux sériesy et g^ on peut déterminer

une série quadratique k telle que la série polaire de y, par rapport

à A', soit^, en appelant série polaire dey par rapport à A" celle des

pôles des éléments tangents ày par rapport à A.

On voit d'abord que A doit être conjuguée par rapport à la suite

triple conjuguée commune à/elg", alors un calcul simple montre

l'existence de quatre solutions, que l'on peut écrire, avec les nota-

tions du n" 2ii,

2 [rf'(H'')'y-*-M''^v''^+rf(M'" )V].

Nous n'examinerons pas les cas particuliers. Indiquons cependant

que si y et g sont identiques, A doit être bitangente à /; et, en

outre, /• ety sont harmoniques : leurs séries invariantes h et y se

réduisent aux éléments déterminés par les deux éléments tangents

ou de contact comptés deux fois.

248, La polaire (i), par rapport à y, d'un élément (x) de g
peut-elle déterminer sur or deux éléments (y) et (s) conjugués par

rapport à y? Ceci exige que l'on ait y = o, d'après les propriétés

de la série y ; si donc e n'est pas nul, on a aussi ç = o, d'après le

n° 246, et les éléments (^) considérés sont les éléments tangents

à y suivant les éléments communs à y et kg. De là résulte qu'il

n'existe pas de suite triple proprement dite, conjuguée par rap-

port ày et inscrite à ^.
Mais si l'invariant e est nul, on a y = o, quel que soit (x); il

existe alors une infinité simple de suites triples conjuguées par

rapport ày et inscrites à g] chaque élément de g détermine l'une

d'elles.

On a ainsi la signification géométrique de la condition e = o.
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La condition e'= o aura une signification analogue, les rôles de/
et g étant renversés.

De plus, un raisonnement semblable montre encore que si e'

n'est pas nul, il n'y a aucune suite triple proprement dite, conju-

guée par rapport à y et circonscrite à g', si e'= o, on a, au con-

traire, une infinité simple de telles suites. On a ainsi une nouvelle

interprétation de la condition e'= o et, par suite, de là condi-

tion e = o.

Cette double interprétation résulte immédiatement de la dualité

déjà signalée entre les invariants des systèmes (/", g) et (o, '|).

249. Ce que nous venons de dire se modifie dans les cas particu-

liers où les sériesyet^" ne sont plus toutes deux indécomposables.

Supposons que

ce qui est toujours possible, g étant quelconque. Alors

e — a22«336ll+ «33«11^25-i- «11«22^33-

Siyest carré parfait, e est nul. Si/ est décomposable sans être

carré parfait, de sorte que par exemple a,, = o et «22^33^0,
alors e s'annule en même temps que en- Donc 6 = signifie que
l'élément multiple de y appartient à g.

On a aussi

e'=: «11^11+ «22 ?22 -H «33^33;

si y est carré parfait, de sorte que a22 = <^33=o, e' s'annule

avec §n : donc e'= o signifie que Félément (^), représenté deux

fois par/, est tangent à g.

Si / est décomposable sans être carré parfait, comme plus

haut, on verra sans peine que les éléments représentés pary= o

sont conjugués par rapport à g.

La même méthode pourrait être employée pour retrouver les

résultats du numéro précédent, dans le cas général.

IV. — Les réseaux (/, g, h) et («s, 4^, ;().

250. Les séries quadratiques dont les équations sont

ai/+a2^-Ha3/« = o,
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les (a) étanl des constantes quelconques, forment un système

linéaire doublement infini, ou réseau, particulier.

Si F est une série particulière du réseau, correspondant aux

valeurs (a) des paramètres, le discriminant de F sera

D = rfaf -r- ea| aj-f- e'ai2|-!- rf'a|-f- ide' tiol^-^ {3dd'-i- ee') 212*23

^id' e%l 23-4-c?(e'--T-rf'e)2,2| -^ d' (e- -i- de')Zi7.l -hdd'{ee'
—dd^%\

et sa forme tangentielle aura pour expression

* = 2f o -I- 2j!5/ -+- a.\{ed'o-\- e'dl — dd'/)
+- 2| aî^-t- 2i23(e'o -J- d^) -r- 2»23(<i'o -J- C^) l

ces résultats s'obtiennent sans peine en se servant des formes

canoniques générales.

Si l'on considère une seconde série, d'équation

G=?,/+?,^ + f3^ = o,

les invariants y, e, é ^
relatifs à F et G, seront, avec les notations

ordinaires des polaires,

X = 2*3^3, E = 3Da'3, £'=30^3».

L'invariant h se présente moins simplement et est moins utile.

Si, de même, on envisage une série du réseau
('^, 'i, y), c'est-

à-dire d'équation
2, o -^ 2, -l-

-^ 23 / = o,

son discriminant sera

rf*2f -i- ffe'2f 2i-i- c?'e2, 2| -1- rf''2| -t- 2</e2f 23-1- (3cW-t- ee')2i 2,23

-I- 2rf'e'a|23M-(eî-t- rfe')2i 2| -h (e'*-t- rf'e) 2,21-1- (ee'
—

dd')'x\

et sa forme langentielle aura pour expression

a.\df -^ 7.\d'g -^ x\{e'f+ eg — h)
-i- 2, 2, A -f- 2, 23 ( e/-^ rf^) -t- 2î 23(rf'/-+- eV) ;

les invariants simultanés de deux séries du réseau en résultent

comme précédemment.
Les deux réseaux (/, g^ h) et

(çj, -i, y) sont équivalents.

2oL Appelons toujours A = o l'équation

rfXf-f-eXf Ài-T-e'XiX|H- d'l\ = 0,
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dont les racines déterminent les séries décomposables du fais-

ceau (/, g). Si alors nous considérons le faisceau (F, G) dont les

séries ont pour équations [jl,
F + [XaG ^ o, les séries décompo-

sables de ce faisceau seront déterminées par l'équation

D [x\ + E
ix\ [JL2

+ E'
[i., ix\ + D'

[ji|
=

o,

dont les racines sont liées à celles de A = o par la relation

^1 «2 T 1- a3 ( e' -H C?' r— I

comme le montrent immédiatement les formules canoniques. De

même, les séries décomposables du faisceau

correspondent aux valeurs

«ic/
— a..,d' ^ -\- ^^(e -\- d

y

252. Il est facile, avec ces formules, de former l'équation des

éléments communs à F et G : ce sera

4*iF — X5= o,

équation qu'il serait encore possible de transformer.

Comme application, considérons les éléments de contact avec /
des éléments tangents communs à fel g : ce sont les éléments com-

muns à /et h et, par suite, leur équation sera

^zi{ed'o -+- e'd'h — dd'y)
— (e'o -H d<\iy = o;

les séries décom|)Osables du faisceau (/, h), dont la signlficalion

géométrique est évidente d'après ce qui précède, auront de même

pour équation
A(c?7, h-e'/) = o,

ou

d'(dd'—ee')p-h{c'-^-i-d'e)/'h
—

2e'fh^-hfi'^=o.

De même, en considérant le faisceau
(cp, y), on voit que les élé-

I
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ments tangents à f suivant les éléments conimiins k f el k g sont

\df{ef-^eg — h)— {ef-^ dgy-=o\

les séries décomposables du faisceau sont

S.{dy
— eo, rfcp)

= o,

ou

(dd'— ee')o^-T- (e'-4- de')^-/
— ideoy- -+- d-y^ = o.

L'invariant e relatif à y* et h est 2 de' : il est nul avec e'
;
etc.

253. Envisageons la série F, et cherchons l'équation des élé-

ments communs à F et à û/, correspondant à la racine (^''^) de

l'équation A = o, les coordonnées étant supposées coïncider avec

la suite triple conjuguée commune kfel g.

L'équation de Q/ compté deux fois est, en supprimant l'indice /,

d'l\f-^Ki\ïh-^dl\g = o\

si G est cette série, l'invariant X relatif à F et G définit les élé-

ments cherchés; leur équation est donc

o = a, [(e'X,X,-f- 2c?'X|)ç) + rfX,Xî(^ -t- £/Xf xl
-i- aj[rf'X,X20 -|-(2</Xf -f- e)>iX2)t{; + rf' A;-/]

-t-(cX|-i- 2e').,X,-i- d'\\)d<b
—

2(/c?'XiXî-/].

Les éléments tangents à F menés par O/, et par suite tangents

suivant les éléments dont nous venons de déterminer l'équation,

sont aussi faciles à déterminer
;
on obtient leur équation en égalant

à zéro l'invariant si:nullané relitif à la forme tanirentielle de F et

à
>v^

o + A, ^^2 y, + ^^M '} ;
ce sera

=
a2[(2rfXf-t-eX,Xj)/-i-rfXiXî^-<-X|/i]
+ a|[c/'X,Xî/-f-(e'X,Xî-4-2^'Xi)^'-HXf A]

^nl\[de\\^{e-^-d€')\i\^—dd'\\]d'f
+ [— rfc^'Xf + (e'î— rf'e)X,Xj-+- c?'e'X|]c?^

-it-{de'\\-^idd'ki\i-\-d' e\l)h\
+ 2tl22[(eXf-!-2e'X,X,-^rf'X|)/-^-(rfX|-^-2eX,XJ^-e'X^^

— 2X:XîA]

H-a,aî|[2</e'Xf-i-(rf<i'-t-ee')X,Xj]/

-H2(e'X,Xî-i-</'X|)rf^-+-(rfÀf-4-e'X|)Aj
-I- «,23 J2(rfXf

-H eki\i)d'f
-^[{dd'^ ee')10î-^ -i-d'e\Wg ^ {el^-^ d'iDhl.
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Les mêmes questions relatives à la série

ai cp
-j- aj tli -+- a.3 y = o

se résoudront facilement de la même façon; d'ailleurs les équa-
tions correspondantes se déduiront des précédentes en changeant
les invariants y, g, h, o, 'h, y, d, d', e, e'

;
comme nous l'avons déjà

dit, en
cp, <];, dd'y, df, d'g, A, d-, d'-, de', d'e, et en outre ag

en
-7-^7, "k, en d'^z^ ^^2 en fA,.dd

254. Deux séries F et G définies comme plus haut déterminent

sur Q/ deux couples d'éléments dont on peut chercher le rapport

anharmonique A"/. En prenant pour inconnue auxiliaire

..=
"'-^^

on a sans peine, en se servant des formes canoniques.
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dtiisant l'iaconnue ti comme plus haut, on a tout de suite

, .
^12

,
-13

/l = 2 H ! >

5|3 -lî

où, par exemple,

On en déduit sans peine l'équation en t.

Si par exemple on prend /" pour F, ç;
et 'l pour les séries don-

nées de seconde espèce, on trouvera

I I "JL-d-d'-— \8dd'ee'— e-e'-^ ^d'e^-^ ide'^
/'s _

{t— 3f
~

{t
—

'if- ie'i— id'ey
' ~ "

le dernier terme a pour numérateur le discriminant de l'équation
A = o.

On peut multiplier les applications du même genre.

2oo. Les équations que l'on obtient comme nous venons de le

dire ne dépendent que des deux invariants absolus géométriques

dey et g^ pour lesquels on peut prendre les fonctions -7-3 et —p-

On remarquera que si l'on passe du système (/, g) au système

(3, «i/), ces deux invariants absolus se changent l'un dans l'autre :

donc, pour passer d'une question relative au système (y, g) à la

question correspondante relative au système (3, -i),
il suffira d'in-

tervertir d et d'j e et e', comme si l'on intervertissait les rôles

de y* et g. Ce dernier point devient évident, si 1 on fait une trans-

formation telle que les sériesy et «^ soient polaires l'une de l'autre

par rapport à une même série quadratique.

V. — Li€ faisceau (/, g).

2o6. Le faisceau (/, g)^ dont les diverses séries ont pour

équations
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est contenu dans le réseau (y*, g^ h). Son étude directe présente

cependant un certain intérêt.

Le faisceau est défini par deux quelconques des séries dont il

se compose, supposées distinctes : son étude spéciale, indépen-
dante des séries particulières f et ^, revient donc à celle de la

forme à variables ternaires (^x) et à variables binaires Çk)

Les invariants multiples de cette forme seront ceux du faisceau

ou les combinants de /" et ^ : nous considérerons surtout ceux, qui

dépendent des variables [x) et (^) ainsi que des coefficients, et

qui, par suite, sont indépendants au nombre de sept.

Nous nous servirons comme auxiliaires du discriminant de F,

et de la forme langentielle de F

D est une forme cubique binaire par rapport aux Çk); son discri-

minant

est le seul invariant proprement dit du faisceau : égalé à zéro, il

exprime que les séries du faisceau sont simplement tangentes. Le

discriminant de la forme quadratique 0, soit

o = l(4c?J.-x^),

est un invariant du faisceau : égalé à zéro, il définit les quatre

éléments communs à toutes les séries du faisceau.

Le hessien de la forme D est

H = -
{{Zde'

—
e''-)\\^ {S)dd'

— ee )\0i^ (^d' e — é'-)\\\;

son évanouissement identique exprime que les séries du faisceau

sont osculatrices.

Les formes quadratiques en
()>) désignées par $ et H ont un

I
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invariant simultané que l'on peut écrire

? Z ^
I

Zd ie e' \;

e le' "id'
\

il exprime, par son évanouissement identique, que les séries du

faisceau sont doublement tangentes, ainsi que nous l'avons déjà vu.

La forme <^ nous montre encore que le jacobien p des formes »,

^!>, y est un invariant du faisceau : nous connaissons sa significa-

tion, et nous savons que s'il est identiquement nul, c'est que les

séries du faisceau sont bitangentes, comme tout à l'heure.

Formons maintenant les invariants qui ne dépendent que des (x).

On en obtient trois, qui sont liés à A par une relation bien connue,
en éliminant les (a) entre F et soit la forme cubique D, soit le

hessien H de cette forme, soit enfin l'invariant cubique J de celte

forme, c'est-à-dire

= — {{i-d-d'— gc^ee'-f- le^ )1\ -{-{%- dd' e -h 3e-e'— i8</e'-)X| Xj

—
{i.-dd'e'-^Zee'^-—i^d'e^)Kill~- {i-dd'"-— ^d' ee'+ ie'^)\\].

Le premier a une signification connue; nous reviendrons sur les

deux autres un peu plus loin.

Formons maintenant la fonction J^(D, $), D et $ étant consi-

dérées comme des formes binaires aux variables (a); on obtient

l'invariant auxiliaire

S = \^{e' o — ey^^Zd'l) -{-liC^d' o — e' y -r- e^),

dont l'évanouissement identique exprime, comme l'on sait, que
les séries du faisceau sont surosculatrices. Si, de plus, nous calcu-

lons la forme tangentielle de cet invariant, nous trouvons

/[(e'2— 3c?'e)rfXf + (3c?</'e'-t-ee'î— 4c?'e2)XiXî+(9rftf'!+e'3— 4^'ee')X|]
-\- h[{Zde'— e"- )1\ + {^dd'— ee')\i\i-^ {Id' e — e'i)\\]

-f-^[(9(/2t£'-f-e3— 4rfee')Xf4-(3i/c?'e-(-e2e'— 4rfe'2)X,XjT-(eî— 3rfe')rf'X|],

et nous en concluons que le jacobien /• de/, g, h est un invariant

du faisceau : nous connaissons d'ailleurs sa signification, et nous

savons que, s'il est nul identiquement, c'est que les séries du fais-

ceau sont bitangentes.

257. Les considérations suivantes vont nous permettre d'expli-
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quer immédiatement la signification géométrique des invariants

que nous ne connaissions pas déjà parmi ceux que nous venons

d'obtenir.

Si l'on envisage la série du faisceau F = l,y-|- )vo^, les quatre
éléments x\), A2, A3, A4, communs à/* et ^, ont sur la série consi-

dérée un certain rapport anharmonique (A,A2A2A4); si A, Test

l'élément tangent en A, à F, ce rapport est égal à celui des quatre

éléments de seconde espèce alignés A, T, A( A2, A, A3, A, A4. Si

maintenant on considère quatre séries quelconques du faisceau,

elles ont un certain rapport anharmonique qui est celui des

variables ().) qui leur correspondent ;
c'est aussi le rapport anhar-

monique de leurs éléments tangents en Aj par exemple, puisque

l'équation de l'élément tangent à F en A, est linéaire par rapport

aux (a). On peut d'ailleurs considérer A, A2, A, A3, A, A4 comme

les éléments tangents en A, aux séries décomposables du faisceau.

Donc, finalement, le rapport anharmonique (A,A2A3A4) sur F

est égal au rapport anharmonique formé par les Çk) avec les trois

Pi
Ic 1 a 11 1

le n° 88, les équations

racines de D. En l'appelant —, on a, pour le déterminer, d'après

(Pi + p2^Hpi-2p2)HP2-2pi)^ ^ 4(p?-piP2+ p|)^ _ aypfpKpi-pQ''

Nous en concluons immédiatement le sens géométrique des

équations J = o, H := o, et celui des invariants obtenus en élimi-

nant les (À) entre ces équations et F = o; de même aussi celui de

l'invariant simultané de $ et H.

Les deux séries définies par H = o, et pour lesquelles le rap-

port (AjA2A3A4) est équianharmonique, seront les séries y et ^"

elles-mêmes, si l'on a e = e'= o, H n'étant pas supposé nul iden-

tiquement. Dans ce cas, facile à étudier d'une façon plus pré-

cise, les formes h et y sont tangentielles l'une de l'autre, et les

trois séries f, g^ h sont telles que chacune a pour série polaire

par rapport à une autre la troisième.

Remarquons encore que si deux séries sont harmoniques, on

peut dire, d'après le n** 245, qu'elles sont conjuguées harmo-

niques par rapport à deux des séries décomposables de leur

faisceau; si donc ces deux séries décomposables sont / et g,

X,/+ X^g = o el\,f— À20 = o seront deux séries harmoniques.



CHAPITRE VIII. — LE SYSTÈME DE DEUX FORMES QIVDR.VTIQUES. i-^

VI. — Autres invariants du système de deux formes quadratiques.

258. Nous allons dire quelques mots des invarianls qu'il faul

adjoindre à ceux rencontrés précédemment pour former un sys-

tème complet relatif à l'ensemble des deux formes y, gj et des

variables (jc) et (ç).

1° Le jacobien dey, g et {^\ x) est, en se servant des formes

canoniques générales (simplification qui sera conservée dans tout

ce paragraphe),
A = («22*33

—
«33*22)3:1X3 11 -H. . .;

A= o est le lieu des éléments (x) dont les polaires par rapport
à /et g sont alignées avec (^), ou bien encore l'équation de l'élé-

ment commun aux polaires de (x) par rapport à y* et g; c'est

d'ailleurs un invariant du faisceau
(/", ^). Remarquons que les

polaires d'un même élément (x) par rapport à toutes les séries du

faisceau ont en commun l'élément d'équation /, = o, et forment

un espace à une dimension dont les coordonnées sont les quan-
tités (a) qui définissent les séries X,f-\-X.2g = o : on peut en

conclure immédiatement de nombreuses propositions qu'il est

inutile d'énoncer en détail.

Si (i) est donné, A" = o définit une série quadratique circon-

scrite à O, O2O3.
2° Le jacobien de o, tj;

el (x | ^), soit

X = «u 611 («22 *33— «33 *iï)^i li^3-i----,

appelle les mêmes observations.

3° et 4° Formons le premier membre de l'équation de la polaire

par rapport à g du pôle de (^) par rapport à/; c'est

/ = X'= «22 033*1,3:, Il 4-... ;

c'est aussi le premier membre de l'équation du pôle par rapport
à /de la polaire de (x) par rapport à g.
En intervertissant les rôles de /et g-,

on a de même l'invariant

Les formes bilinéaires / et /' définissent deux homographies
faciles à étudier directement.

Ax. - [. ,8
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5° et 6" Les jacobiens de /, / et (^ | ^) d'une part, g, /' et (^ | x)
d'autre pari, sont

m = af i( «22^33— «33*^22)^1 tab-i-- • -,

m' = ^ri ('^22^33— «33^22)^i;2;3+ ---;

la signification des équations m = o et m'= o est immédiate.

'j°
et 8" Les jacobiens de

cp,
À et (x\^)^ d'une part, -ji, À',

et (x\ ^), d'autre part, sont de même

[J.
= «22 «33 ^11 («22 ^33— «33*22)^2^3?1-^.- -,

fl'= an i22633(«22^33 «33 ^-'22 ) ^2 ^3 ?1 "+"

Nous n'insisterons pas davantage sur ces formations.

VII. — Les invariants de fermeture.

259. Considérons un élément (.r) de/; l'élément (^) langent

à/ en (x) détermine sur g deux éléments, (y) et (jk'"); pary^^'

on peut mener un nouvel élément tangent (i^'^) touchant/en (x^^^)

et avant (jk'^^)
en commun avec g; on peut opérer de même

avec (jk'^0' et ainsi de suite.

Ceci posé, on cherche le lieu de l'élément commun à (^)

et (i^"'), c'est-à-dire, encore, qu'une suite de n 4- i éléments (^),

(i"^), (i'^'),
. . ., (ç'"0 élant circonscrite à/, elles éléments (jk'')

ou (ii(<>), (j'^-O ou (i<"i(2))^ ...^ (y«)) ou (^(«-')^(«)) apparte-

nant à g, on cherche le lieu du dernier élément de la suite équi-

valente, (ii"").

Définissons la série / comme série rationnelle, et employons
toutes les notations du § III du Chapitre précédent. On voit que
tout revient à chercher la relation enlre les éléments de con-

tact (.r) et (x^"^). Cette question a été résolue au n" HO, puisque
la série g peut être considérée comme définie par une relation

doublement quadratique par rapport à des variables binaires, et

symétrique :

^ = aoXf [jif
+ 2a, Xi |Xi ( X, [^2 -1- X2 Hi ) -+- «aCX? 'A + ^^2 1-^î )

-f- 4313X1 X2[-«.i [i.2-H- 2a.vX2[Ji2(Xi [J-î-h Xai^i) -4- ajXl i^|.
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Les invarianls de g sont

H =
ÏJ 2t| ^î

«1 *3 Œi

a, ai «s

en employant les notations du n" 110.

Par suite, la relation entre {x) et (^"'^), dont nous appellerons

les coordonnées binaires ().) et (u.), est

^„ = ^ + to„ ^'
- tu 5

(I
+^ -

=g )
( À {. )^

= o
,

i?'' étant une forme semblable à g qu'il est inutile d'écrire et qui

sera déterminée plus loin; d'ailleurs

w'jW„+iW„_i = 16
.,(.3-

—
--^j

+
ï.-;y,

(^-^-fr

-i--'i) l6i3

2 (^'-^y

On voit donc que le lieu cherché de (Çç'"^) est une série quadra-

tique g,i, et le discriminant de g„ par rapport aux
(jx) étant le

même que celui de g^ la série tangenlielle de gn appartient au

faisceau (^, tl;).

Les remarques du n" 111 montrent suffisamment comment on

trouvera les éléments communs aux séries g et gn, en partant,

suivant la parité de «, soit des éléments communs à / el g, soit

des éléments de contact des éléments tangents communs à J'ai g.
On voit aussi que, si (i)„ n'est pas nul, il n'existe pas de suite

proprement dite (i;^*' . . .
^'"^) circonscrite à / el telle que la

suite équivalente soit inscrite à g : d'après ce qui précède, on

détermine immédiatement les suites dégénérées qui répondent à

cette question.

Mais si to„= o, la série g„ coïncide avec g, et il y a une infinité

de suites répondant aux conditions que nous venons d'indiquer.
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Les invariants w,;, on plutôt leurs numérateurs quand on les a

mis sous forme de fractions rationnelles, sont les invariants de

fermeture pour le sjstèmey, g.

260. Nous allons exprimer les invariants de fermeture en fonc-

tion des invariants 0?, d'^ e, e' des séries/", g.
Soit

/= (^î — 4^2-^3)^,

(T étant quelconque, et prenons^ sous la forme canonique en sup-

posant a, eta^ nuls; ceci revient à supposer que O) a même polaire

par rapport à / el g : alors l'équation ordinaire de g est

en emploj'ant la représentation canonique du n" 223. On trouve

et, par suite,
e-— A de'

%d{^d-^d'— Idee'^ e»)
W3J = , , -,

{e'-—^de'f

, ,
e-— 4 'i^'— 4 dd

'

0),, or

Au surplus, on a ici

et l'on reconnaît sans peine que
— n'est autre que -j, h étant l'in-

variant simultané de /et ^; donc finalement, en remplaçant lo^d

par X„, on a

et l'équation tangentielle de cette série est

\,id' '^
+

(5?'|i
= o;

on vérifie encore ainsi que la série tangentielle de ^« appaitient

au faisceau (a, tl/).
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Il sera facile de Iransporler à la quesllon que nous venons de

résoudre toutes les remarques faites au Livre précédent au sujet

de la forme doublement quadratique. On observera, à cet effet,

que l'équation d^ = o du n" 106 définit ici les éléments de contacl

avec y des éléments tangents communs à y" et à ^; que l'équa-

tion y",
^ o du n" 108 définit les éléments communs kfe\.g; ....

C'est ainsi, par exemple, que si A3 est nul, les éléments de contact

avec g des éléments tangents communs à y et
«^^ déterminent, pris

deux à deux convenablement, deux éléments de seconde espèce

tangents k f\ ....

L'interversion des coordonnées des deux espèces permettra

encore d'énoncer immédiatement de nouvelles propositions sur

lesquelles il est inutile d'insister.

261. On aurait pu arriver aux mêmes résultats en appliquant

ce qui a élé dit au n° 231. On choisit g sous la forme canonique

emplovée tout à l'heure, et l'on obtient tout de suite, en prenant
d'abord pour la série h du n" 231 la série g elle-même,

jÇ-j
= (ao 35— 2|)- (À 1 jxj H- ). j a,)î -f- 16 a|(ao >'

I ;^i
— «s )v2 fi,) (a, À , [X,

— a; À, fXi);

on remarquera ensuite qu'en prenant pour h la série g,,, on trou-

vera, pour les séries désignées par F| etFa au n" 231 , précisément
les séries gn-\ et ^«+1 . On peut donc obtenir ainsi gn+i de

proche en proche.
On fera le calcul rapidement de la façon suivante. Soit

g = biix\~- buTl — bs^xl;

prenons la série tangentielle de g„ sous la forme

Xarf'o -i- «/^
= o;

si alors on écrit que g,i+\ contient un élément (x) commun aux

deux éléments tangents à / menés par les éléments de contact

sur g et sur g,i d'un élément tangent commun à ces deux séries,

on obtient la relation

d'^f'Ji H+i — :ied'l„l,t+i — \dd\/.„-i- À^^., }
-^ e^— :ide'= o.

On en déduit immédiatement la loi de récurrence déjà obtenue,

puisque cette relation subsiste quand on change ^'n+i en )»/,_|.
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Si, plus généralement, )»„ est quelconque, l'équation précédente
en X„^, sert à définir les deux séries F, et Fa du n° 231.

262. Nous venons de voir encore une fois comment l'étude du

système de deux séries quadratiques ternaires se rattache à celle

de la forme doublement quadratique à variables binaires, symé-

trique. On peut aussi la rattacher à l'étude de la même forme,

mais générale, et non plus symétrique.

Supposons la série f représentée comme série rationnelle par
les formules canoniques du n" 225, son équation étant par suite

comme précédemment

L'élément tangent en (a) à/" est

—
Xi À2^1-(- X^a72-F )v2a7j=: O.

Si alors une série rationnelle g de degré p est définie par les

formules

on peut encore définir cette série par l'équation

^= —
'^^O-igxiv-u 1^2) + X|^2([^i, 1^2)+ Xfi^sC^ii, 1-12)

= O,

dont le premier membre est une forme générale des degrés 2 qX, p
par rapport aux variables (X) et

(ijl). Réciproquement, une telle

forme peut être interprétée de cette façon : égalée à zéro, elle

établit la correspondance qui existe entre les éléments (X) et (pi)

des sériesy*et g lorsque l'élément
(Xjji)

est tangent àf en (X). On
voit d'ailleurs aisément comment cette représentation nouvelle

peut être généralisée; mais nous pouvons nous borner à ce que
nous venons de dire.

Si la série g est linéaire, on obtient une forme linéo-quadra-

tique, et, par suite, les couples d'éléments (X) qui correspondent
aux

(pi.)
déterminent sur^ une involution.

Si la série g est quadratique, on est amené à l'étude de la forme

doublement quadratique générale, et il est facile de transporter

au cas qui nous occupe les résultats obtenus aux n"* 106 et sui-

vants.

Le discriminant de g par rapport aux (pi) définit les éléments

de contact avec / des éléments tangents communs à y et g; le
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discriminant de g par rapport aux Çk) définit les éléments com-

muns k f ei g sur o^; en se servant de ce que les rapports anhar-

moniques des racines de ces deux discriminants sont égaux, on

retrouve une propriété connue du système y", g.

Si l'on suppose la forme g réduite à la forme canonique

on a, pour définir la série g,

p-*"!
= — 43| uifji?,

ZX^ = 2,, 'l'I
— ';, u:.

et l'équation ordinaire de g est par suite

(«oVî— ajYo)îj"2 -\- i63"f (>oa-î— ari^aXvo-^»— Yâ-^'s)
= o;

O, et Q| sont pôle et polaire par rapport kfeX. g.
Les invariants de y et o- sont, en fonction des invariants de la

forme g^ désignés comme au n° 106,

d= — 4^'î e = — 4^-'i' e' = —Zi-^iiil, d' = — 64 1^.

Nous ne nous arrêterons pas davantage sur les résultats que Ion

peut obtenir en poursuivant cette étude en détail.

VIII. — Le système de deux formes quadratiques
d'espèce différente.

263. Supposons données deux formes quadratiques d'espèce

différente, soit

/i = «x^, 'i-i
=

?ï».

Ce cas se ramène immédiatement à celui que nous avons étudié

dans les paragraphes précédents. Il est cependant utile de définir

directement les invariants du système ainsi formé.

Les discriminants de /, et -i, seront et 0'; leurs formes équi-
valentes seront

et Ton aura

2n= «22^3:;-«?3, ••-, 6u=3„^,3-3|3,
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On a encore les invariants évidents

t = ail feu +...-+-?. 223 6.23-+-.. .,

e'= «iipii-+-.--+ 2 «23 1323 -H.-.:

A

La forme
'}.ifi +)>2o"i du faisceau (/, , gt) a pour discriminant

0X3^£X|À2-4-£'0'X,X|-|-0'2X_?,

et pour forme équivalente

Xf cpi
+ X1X2X1 + S'a^'I^i ;

de même la forme a, ç, + jj-^'iii
du faisceau

(cp,,'||) a pour discri-

minant
0-

ix] -+- s'oaf ;jL2-7- £;jii [ji|
-i- 8'[ji|,

et pour forme équivalente

264. Dans le cas général où et 0' sont différents de zéro, la

signification géométrique des invariants que nous venons de définir

est évidente. Mais supposons par exemple cpie 0' soit nul, et que

<b^ = o représente deux éléments de première espèce A et B.

Aloi'S gi = o représente (AB) deux fois; s = o est la condition

pour que / louche (AB) ;
e'= o est la condition pour que A et B

soient conjugués par rapport à /; les séries du faisceau (/,, g^)
sont bitangentes suivant les éléments communs à/, et à (AB);
les séries du faisceau

(cp,, <|»,)
contiennent les éléments tangents

à y, menés par A et B; y,
= o représente les éléments communs

à fi et à (AB); A, = o représente la série des (x) tels que les élé-

ments tangents à ft menés par (x) soient conjugués harmoniques

par rapport à (^A) et (.rB).

Si
4^,
= o représente deux fois un même élément A, ^, est nul

identiquement; 0' et e sont nuls; e'= o est la condition pour que
A appartienne à/; les séries du faisceau (o,, (j;,)

sont bitangentes
suivant les éléments communs à

cp,
et à A; y, est nul identique-
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meni; A, = o représente les élénienls tangents à y, menés par A.

On examinerait de même les autres cas particuliers.

26o. Revenant au cas général, nous remarquerons l'invariant s'

qui est linéaire par rapport aux coefficients de /, et ^t ;
s'il est

nul, il existe une infinité de suites triples inscrites à /t et con-

juguées à 'ij, et de même une infinité de suites triples inscrites

à à, et conjuguées à /^. Nous dirons alors que les séries d'espèce

opposée y*!
et 'i| sont conjuguées.

On voit que si des séries y, forment un système linéaire à p
dimensions, c'est-à-dire si leur équation générale contient linéai-

rement
/> + I paramètres homogènes, les séries àf qui sont con-

juguées avec toutes les séries y,, forment elles-mêmes un système
linéaire à 4 — p dimensions. Ainsi les séries

'^i, qui sont conju-

guées avec les séries d'un faisceau ou d un réseau de première

espèce, forment elles-mêmes un système linéaire à trois dimen-

sions ou un réseau de seconde espèce. Les systèmes linéaires qui
se correspondent ainsi sont eux-mêmes dits conjugués.



CHAPITRE IX.

la correspondance reciproque entre deux espaces
coïncidents.

266. Considérons la forme bilinéaire

et supposons que les (x) et les (y) soient les éléments de pre-
mière espèce de deux espaces X et Y identiques. Celte forme

égalée à zéro définit, comme au Chapitre VI, l'homographie la

plus générale entre les espaces X et Y, avec celte diflerence que
les éléments correspondants sont d'espèce difFérente : on carac-

térise ce fait en disant que celte homographie est une corres-

pondance réciproque, ou réciprocité, entre les espaces coïnci-

denls X et Y.

Les propriétés générales de l'homographie subsistent entière-

ment; les particularités qui résultent de la coïncidence des

espaces X et Y changent seules.

y(.r,j^)^o est l'équation de l'élément (r,) de Y qui cori'espond

à (a:) de X, et l'on a

ai 1-2^1 -H «21 ^2+ «31 •^î «12371 -+-«22-2^2+ «32-^3 «13 -^1 -*" «23^2 -l- «33 -^3
'

si le déterminant

I

«11 «12 «13

«f =
I

«21 «22 «23

I «31 «32 «33

n'est pas nul, la réciprocité est proprement dite.

/(jc, jk)= o est aussi l'équation de l'élément (i) de X qui cor-
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respond à (j) de Y, et l'on a

Si les a,y sont les coefficients des aij dans le déterminant d, et

si l'on fait

'l'(^'i)^

«21 «2î «iî ~i

«31 «32 «33 b

7)1 T,î T,3 G

V^.-.ï
iJ^'-^.J.

'i = o est l'équation de (y) correspondant à (ç), ou de [x) corres-

pondant à (tj),
de sorte que

O^li;! -^ ^21 Î2
-^

^3i;3 2[l2;i
—

^22;» -i- ^32;3 ^isÇi ^jj ;»
—

a.-,3 ^3

.?, .r, .r3

«ll'il -i-2l2'';2
—

^13^,3 »îl TT.i -I- 2,2 r,*
—

a23T,3 ^31 ^,1
—

232^,5 -H 3t33 '"«S

On a aussi

I
3Ell ai2 ^13 ^l

,^/ I

2^21 2,2 223 J^I

231 23, 233 ^3

! ri J'î J'3 O

Nous laisserons de côté les réciprocités singulières pour

lesquelles d= o; leurs particularités résultent immédiatement

du n° 205.

267. Nous allons étudier le système formé par la forme f et

les variables (jc) et (ç) : si on lui adjoignait les variables (y) et
(t, ),

il serait facile d'obtenir les nouveaux invariants correspondants.
On a d'abord les deux invariants fondamentaux y"( a*, x), •!<(?, ;),

que nous désignerons par ft et
«i;, ;

leurs formes tangentielles o,

et ^, forment avec/j et 6,, la forme
(çj^z^),

et les invariants pro-

prement dits d et ï, un système d invariants indépendants, i étant

défini par l'égalité

z = aiiïu -+-. . .-(- «iî2ii -^-

La série quadratique/, =o est le lieu des éléments (x) appar-
tenant à X ou Y qui contiennent leurs correspondants; de même
la série quadratique -},

= o est le lieu des éléments (ç) de X ou Y
qui contiennent leurs correspondants.
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Cherchons mainlenani les éléments {x) qui ont même corres-

pondant, quand on les considère comme appartenant soit à X soit

à Y; on doit avoir

ai 137] +«12 37, + ai 3^-3 _ «21 ^1 + «22 ^2+ «23 ^3 _ «31 Xj -+- U^-i X,_+ «33 .-3

«ll^l+«2ia:'2+ «31-Z"3 ai2a"i + a22-l'2+«32^3 « 13 •''"l + «23 ^2+ «33-^3

el si
p

est la valeur commune de ces rapports, on a pour déter-

miner
p l'équation

9fp)=:

«n(l — ?) «12— «21? «13— «3lP
I

«21— «12? «22(1
—

?) «23 — «32p ={^ — p)[d}^ -^{d— i)p-^d]
— o.

«31
—

«13? «32 — «23? «33(1— ?)i

De même, pour déterminer les éléments {\) qui ont même cor-

respondant quand on les considère comme ap|)artenant soit à X,
soit à Y, on a

«11^ + ^l2^2+«l3^i _ «21$l-^-«22^>+ «23^3 _ «3 1 ^ -^-a.^^?^2-^- ^33^3

aii?i-t- 5t2i^2-+-a3it; «12^1 -+- «22^"*- ^=32^3

~
«,3^1 -f- «21^2 ^^- ^-siçs

'

et la valeur commune de ces rapports est encore une l'acine de

l'équation cp(p)
= o.

268. Plaçons-nous d'ahord dans le cas général où l'équa-

tion
'f (p)

= o a trois racines distinctes i, po et
p.^.

On peut choisir les coordonnées de façon que O, corresponde
à I, O2 à Oo, O3 à p»; alors aussi ù^ corresj)ond à p,, ù-^ à Cg,

0.2 à p3, et l'on a

«12= «2! = «13= «31 = «22= «33= O, «I3 ?^ «32,

a, 1^0, «23«32?^0;
il en résulte

/= «ll^iri-!-«23-2?2jK3-+- «32-^372,

(1/ = — «23 «32 II ^,1— «Il«32l2'n3— «1 1 «23^3 02-

Les couples O, et Oi, O^ et ii-^, O,) et Qo sont correspondants.

On a

d — «11 «23 «32) * = — «11 («2 3 + «23 «32+ «32))

/l = «u^:] 4-(a23+ «32) -^2^3, "t^I
= — «23«32$?

—
«ll(«23-(- <^3i)Uh,

?1= — 7 («23 4-«32)-;!
—

«ll(«23-^-«32)$2|3,

^1= — 7 «ri(«23-+-«32)*îi
—

«11«23«32(«23+ «32)32^3.
4
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Les deux séries /, et o-, sont bilangentes en Oo et O3, avec Q.j

et Q2 comme éléments tangents.

Pour le système (/, , -i/,),
les invariants sont, avec les notations

du n" 263,

4 4

'j,
—

'^i
^= o représente deu\ fois 0| ; <r/:p,

— -
(4 + f/)'!i,

^ o

représente Oo et O3 ; g,
— dJ\^=o représente Q, deux fois;

o-,
—

-(f'-i-^)/, ^o représente Û2 et Q3. On déduirait facile-

ment de ces remarques la façon de rameneryà la forme canonique

<|ue nous venons d'employer.

269. Si [x) est un élément quelconque de X, et (71) l'élémenl

correspondant de (Y), le rapport anharmonique formé par les

éléments O2, O3 d'une part, (O,^) et (r,) d'autre part (lo7), est

égal à —; il est donc constant et égal à la racine 03 changée

de signe de l'équation o(p) = o. Si l'on considérait [x) comme

appartenant à Y, on trouverait de même — Oo pour le rapport

anharmonique correspondant; d'ailleurs 0003= i, et l'on a

p, ) _ i—d±)/{i^d){i— Jd)

?3 i

~
2t/

On a ainsi la signification géométrique de l'invariant absolu de la

forme/, ^•

Si / =: o, les rapports anharmoniques précédents sont équianhar-

moniques.
Si l'on prend l'élément {x) sur/, et qu'on le considère comme

appartenant successivement à X et Y, ses deux correspondants
sont les éléments tangents à gi menés par {x)] on pourra les dis-

tinguer par la propriété précédente : on retrouve cette proposition

connue que, si deux séries quadratiques sont bilangentes, les élé-
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ments tangents menés à l'une par les éléments de l'antre se séparent

algébriquement.
La même chose peut se répéter pour un élément (^) de seconde

espèce, avec les modifications convenables évidentes.

Si maintenant [x) est quelconque, on pourra trouver son cor-

respondant en se servant des deux éléments tangents menés à gi

par (^); l'élément cherché est l'élément commun aux correspon-
dants de ces deux éléments tangents.

On peut encore remarquer la proposition suivante : soient (y)

et (z) deux éléments quelconques considérés comme appartenant

successivement à X et à Y, de sorte que chacun d'eux a deux cor-

respondants (ri) et
(ti'), (^) et (C')i si (y) et (s) appartiennent à

une même série du faisceau (ff, g,), et seulement dans ce cas,

les éléments O,, ("0^^')
et {r/"^) sont alignés. Une proposition ana-

logue a lieu pour les éléments de seconde espèce.

270. Si l'on se donne une série de degré/» dans l'espace X, il

lui correspond dans Y une série de même degré, mais d'espèce

différente. Nous allons chercher, en supposant/) = 2, si ces deux

séries peuvent être équivalentes. En se servant des formules cano-

niques, si la série donnée est

la série correspondante sera

*ii a
1 1 "n 1

+ ^33 3^3 2 "ni -t- ^22 a| 3 ^. I

-h a623«23a32'»l2^i3-l- 2 612 «i i a23 '/is ^, t "*- 2 613 «i 1 a32 7) j r,2
= o;

en remarquant d'abord que la série donnée doit avoir même cor-

respondante dans X et dans Y, on voit qu'elle doit être de la forme

^11^1 + 2623^2^3=0;

il est alors facile d'achever, et l'on trouve que les deux séries

an a-J ± 2 v/â^7«32^2^3 = o

répondent seules à la question.

271. Soit (a;) un élément de X, (tj) son correspondant dans (Y) 5

considérons (r,) comme appartenant à X, et soit [y) son corres-

pondant dans Y; entre les (^x) et les (y) existe une correspon-
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dance liomographiqiie ordinaire, définie par l'équalion

(aiiXi-^ OîiXi-h a3i-2^3)(2ii;i^- 212:2-^ ^isb)-^- • • = o-

en général. Avec les formules canoniques, on a simplement

diXi-i -h ps^tît^ pia:3Çj)= o.

On voit que cette homographie admet les éléments de référence

comme éléments doubles; elle est d'ailleurs particulière, puisque
l'on a 3o 03= I . En appliquant à cette homographie ce qui a été dit

au Chapitre VI, on obtiendra d'intéressantes propriétés nouvelles.

272. Examinons mainienant les différents cas particuliers pos-

sibles, en excluant toujours le cas de d ^= o.

i" 0, et 02 sont égaux et différents de i; alors leur valeur com-

mune est — I et l'on a /+ </= o. En outre, on suppose que cette

racine double n'annule pas tous les mineurs du déterminant 0(0).
En faisant correspondre Oj à la racine i, et Oo à la racine — i,

on a

/= OiiXi^i-h a^zXjys-h ai3{Xij3-h X3yi)-+- Oaix^yj— Xay^),

avec

«iiûfss
— «ÎjT^o, aM«23?^o;

par suite

/, = aiixi-i- aziXl-^iaisXiXs,

et l'on peut disposer de Q, de façon que «13:^0. Finalement, on

a donc les formules simples

/= «ii^iJ'i-V- «33^:3^3-^ «23(^2^3
—

^sj's),

avec

«iiaj3«i3 5^ o.

Ici

6 = a|3$iT,i-ha,,a33^îTî-T-a,,aj3(^2r,3— tjT.j),

c? = a,,«i3? t = — «H^lsî

/i=aiixi-i- 033x1, <î'j
= a|j^| + a,ia33^|,

oi=a,,a3îf|, gi = atiaj^al^xl;

0^ et Q,, O2 et Û3 sont deux couples correspondants.
Les séries y, et àf se décomposent d'une façon facile à inter-

préter 5
à l'élément de «i,

«ss^H-/— aiia33?2= O,
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pris dans X ou dans Y, correspondent les deux éléments de/*,

«!ll^l-t-/ (liia33Xi= O ou «11^1 /«ll«33-^3= O.

2** On conserve les hypothèses précédentes, mais l'on suppose

que la racine — i annule tous les mineurs de
'-^(p).

Raisonnant

comme plus haut, on peut écrire

avec

On a

«11 <^23 7^ O.

<\)
= a|3;ir,i^aii«23(;2'^3— lii^n),

d=aiial3, t = — «H^is»

/i = «n-î^ï, '>i
= «i3;î-

O) et C2, correspondent à la racine i
;
à la racine — i correspondent

tous les éléments de 0( et Q, : si M est quelconque sur Q,, M et

0,M sont des éléments correspondants.
3° L'équation cp(p)=:o admet trois fois la racine i, et cette

racine n'annule pas tous les mineurs de 'j(p).

On a ici i — od ^ o.

A
p
^ I, faisons correspondre O, ;

on trouve qu'il faut

«11 = o, rti,= a,,, ai3=a3i, «23— «32?^o;

alors l'élément (^) qui correspond à Oi peut être pris pour Q3, de

sorte que «,0=0; on a

/= «22.2^272H- «33^3^3-+- <^*13(^lJ'3-+-a:-3j'l) -H «23^2/3 -^ «32-^372,

avec

«23— «32^0) «13«22?^0'

On en déduit

/l= «22^1 + a33Cf;l + iai3XiX3~h («23-+- «32)-^2^3;

on peut simplifier en faisant «33 = 0, «32= — (l2^, et il vient

finalement

/= OiiX^yî-h ai3(xiy3-^ Tsfi) -{- ai3{x<,y3— xsfi),

avec

«I3«23«22 /^ O.
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On a

"^
= «l3^^,t— «i3ÇîTQî-4-a,3aî3(f,Tjî— ÇjT,,)

—
ai3«î2(çiT,3-^;3'"ii);

?1
= — «13^— 2«13«îîllb. STt^ — «Î3«l2^i— «13«l3^3 — 2aÎ3«îî^l*3.

Les séries y, et ^, sont surosculatrices en Oi, avec Û3 comme élé-

ment langent commun. Ce cas est un cas limite du cas général.

4" On conserve les hypothèses précédentes, mais l'on suppose

que la racine i annule tous les mineurs de 0(0).

Si O, correspond à la racine i, on a fl,2=«2ii û!i3=«3ij

«23^-^ û!32Î alors on voit que celte racine annule tous les éléments

de 'j(p) : il y a involution, c'est-à-dire que tout élément a même

correspondant, qu'on le considère comme appartenant àXou à Y.

Les séries /i et gi coïncident : les éléments correspondants sont

pôle et polaire par rapport à^, ,
et cette série ne se décompose

pas. Nous avons eu précédemment des exemples de ce cas. Nous

voyons ainsi que l'étude d'une série quadratique peut être regardée

comme un cas particulier de celle des réciprocités : inversement,

on pourrait transporter à la forme bilinéaire/* un grand nombre de

formules établies pour les séries quadratiques.

273. Parmi les réciprocités singulières, nous en citerons une

qui est involutive, et que nous appellerons spéciale. On a alors

/= «23(.TîJ'3
— ^3^2) — «3l(-Z-3^1

—
^1^3)

—
«lï(a-1^2— ^2^0 •

à un élément [x) correspond Télément (A;r), si A est un élément

de première espèce de coordonnées «03? «3«» ««2-

C'est aussi le seul cas oiiJ\ est nulle identiquement.

Ax



CHAPITRE X.

LE SYSTEME DE DEUX FORMES BILINEAIRES.
LA. CORRESPONDANCE QUADRATIQUE BIRATIONNELLE.

I. — La correspondance quadratique birationnelle

entre deux espaces distincts.

274. Considérons l'ensemble des deux formes bilinéaires

f=-LaijXiyj, g^^bijxiyj,

el supposons que les espaces X et Y, remplis par les {x) et les (jk),

ne soient pas identiques; les [x) et les [y) sont supposés de

même espèce; l'hjpothèse contraire n'amènerait d'ailleurs pas de

modifications essentielles.

Nous allons étudier brièvement le sj'stèmefoi'mé par les formesy
et g, les variables [x) et (i) se rapportant à l'espace X, les va-

riables {y) et (rj) se rapportant à l'espace Y : ce sont, par suite,

uniquement des invariants multiples que nous allons former.

Cette étude présentera évidemment les plus grandes analogies

avec celle du système de deux formes quadratiques, qui peut en

être considérée comme un cas particulier : aussi n'en traiterons-

nous que les points essentiels. Les résultats obtenus pourront faci-

lement être transportés au cas de deux séries quadratiques et con-

duire quelquefois à des propriétés nouvelles : inversement, ce qui

a été dit sur le cas de deux séries quadratiques pourra, dans cer-

taines circonstances et avec les modifications convenables, s'ap-

pliquer au système qui nous occupe.

27o. Nous avons d'abord comme invariants les formes /" et g,

(a; I i) et(y|7i), les déterminants d eld' des coefficients «/y et bij,

les formes
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les
OLij

étant définis comme au Chapitre précédent, et les ^/y jouant

le même rôle par rapport aux bij.

Si l'on a y= o, ou
'^
^ o, nous dirons que les éléments (x)

et {y)i ou (ç) et (t,),
sont conjugués dans la réciprocité/; (a?) et

{y) étant conjugués dans/, l'élément correspondant à {x) ou [y)
contient [y) ou {x). Si les {x) étaient identiques aux {y)^ et si la

forme /était symétrique par rapport aux (or) et aux {y)y on voit

que {x) et {y) seraient conjugués par rapport à la série quadra-

tique /(j:, x) = o.

Le faisceau de formes )m/-+- ^2^ conduit à de nouveaux inva-

riants e, e', y, obtenus de la façon suivante : les invariants qui

jouent par rapport à A|/-t- Xog le même rôle que d el o par rap-

port à /sont

et

A est le déterminant des quantités aijXf -\- bifhz : on a

la puissance qui figure au dernier membre étant symbolique. On
définit de même e', et enfin l'on a

De même, la forme
jjijcp

-h 1x2 'i/ du faisceau (o, ^) a pour inva-

riant analogue à d

M = d- af -i- de'
[Jif p.*

— c?' e ui u.1 -r- d'^ [x|,

et pour invariant analogue à o

dv-\f
—

'M V-i h-r-d'iil g.

avec

h est un nouvel invariant.

Enfin, les jacobiens des formes / g, h par rapport aux (x) et

aux {y)y et des formes s, 'i>, y par rapport aux (ç) et aux (r,)

fournissent quatre nouveaux invariants, liés, comme nous allons
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bientôt le voir, aux piécédents par deux relations. Nous avons

donc formé, comme cela devait être, quatorze invariants indépen-

dants.

276. Cherchons un élément (x) tel que les éléments (ri) que
lui font correspondre les deux réciprocités f et g soient iden-

tiques. On aura

auxi -4- a^jXz-^ «3/373 _ ^

(1) étant racine de l'équation A= o.

Les (y) tels que les (^) correspondants soient identiques sont

de même déterminés par

bnyï -4- 6/2 ra -f- 6/3X3
~

Xj
'

les (X) étant les mêmes que précédemment.
Les éléments (^) et (tj) ainsi déterminés vérifient eux-mêmes

les relations

^1/^1+ «2/ ^2 -1- «3/^3 _^ _ H^

«11^,1-1- g/2"yi2-^- «/3'n3 _ _ !f^2

p/lïll-1- ?/2TQ2-t- P/3Ïi3 1^1'

les
(jjl)

étant racines de l'équation M= o : on passe d'ailleurs de

cette équation à l'équation A = o par la transformation

[Xj _ d'\2

|JL2 dXi

Les éléments (x) et (j') que nous venons de déterminer sont

précisément les mêmes que les éléments singuliers des récipro-

cités singulières qui font partie du faisceau (/, g), et qui sont

déterminées par l'équation A = o : nous appelons ici éléments

singuliers d'une réciprocité singulière ceux qui ont leur corres-

pondant complètement indéterminé.

La même observation s'applique aux éléments (i) et (vi) déter-

minés plus haut, qui sont les éléments singuliers des réciprocités

singulières du faisceau
(tp, ^),

Si deux éléments singuliers (x) et (y) correspondent à deux

racines distinctes de l'équation A = o, ils sont conjugués dans

toutes les réciprocités du faisceau (/, g).
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Remarquons enfin que pour étudier les réciprocités singulières

du faisceau (/, g) et leurs éléments singuliers, on peut remplacer/
et g par deux séries quelconques distinctes du faisceau.

277. Si le déterminant A est nul identiquement, toutes les réci-

procités du faisceau (/, g) sont singulières; ceci arrive dans les

deux cas suivants : ou bien les deux réciprocités singulières/ et g
ont dans l'un des espaces X ou Y un élément singulier commun^
ou bien, ce cas écarté, /et g sont simplement singulières, et leurs

éléments singuliers, A et B pour/ dans X et Y, A' et B' pour^ dans

X et Y, sont tels que, dans/. A' et BB'et par suite B'et AA' soient

correspondants, et que, dans g^ A et BB' et par suite B et AA'

soient de même correspondants.
Ce cas étant laissé de côté, nous supposerons d et d' différents

de zéro, ce qui est toujours possible d'après une remarque faite

plus haut : de cette façon le faisceau
(es, d»)

est lui-même en tout

semblable au faisceau (/, g). Si, d'ailleurs, d ou d' devenait nul,

les modifications à faire seraient évidentes.

On est amené à distinguer cinq cas, dont deux généraux. Dans

le cas le plus général, l'équation A = o a trois racines simples. Il

existe alors dans chacun des espaces X et Y trois éléments sin-

guliers de chaque espèce, formant en tout deux suites triples pro-

prement dites.

En prenant ces suites pour suites de référence, on peut écrire/
et g sous la forme simple

/= «ua:iji-f- «252-272-^0333:3^3,

et les quantités aabjj
—

ajjba sont différentes de zéro.

Il serait facile d'ailleurs de développer les formules qui per-
mettent de ramener/ et g à cette forme canonique simultanée. Ici

C?= aii«-2î«33, e = «22 «33 611 -î- «33 «11^22 -^ «U «22 ^33» •••,

tout comme quand il s'agit de deux séries quadratiques, sauf

(\\xex] et Ç; sont remplacés par xifi et ^/r,,.

Les jacobiens r et ;•' de/, g^ h par rapport aux (j) et aux {x)
déterminent les éléments fondamentaux de seconde espèce; de

même les jacobiens p et
p'

de ç, à^ y déterminent les éléments
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fondamentaux. Les produits rr' et
pp' s'expriment au mojen des

autres invariants, comme r- et p- au n° 240 en fonction des quan-
tités analogues.

Comme cas limites de ce cas général, nous avons ceux dans

lesquels l'équation A = o a une racine multiple, double ou triple,

n'annulant pas tous les mineurs du déterminant A. Les éléments

singuliers viennent alors se confondre suivant la même loi que les

éléments singuliers d'un faisceau de séries quadratiques dans les

cas correspondants.
Le second cas général est celui où l'équation A = o admet une

racine multiple annulant tous les mineurs du déterminant A. Si

cette racine est double, les formes canoniques du premier cas

subsistent, et cela d'une infinité de façons; mais l'on a, par

exemple, «22^33 — «33^22= 0. Le faisceau (y, g) contient une

réciprocité doublement singulière. Dans l'espace X, si les 0/ et Q/

désignent comme d'habitude les éléments fondamentaux, O, et

tous les éléments de Q, sont singuliers; il en est de même de Q)

et de tous les éléments de Oi.

Si la racine multiple de l'équation A = o est triple, on a un cas

limite du précédent.

On obtiendrait sans peine, comme dans le cas des séries quadra-

tiques, les conditions invariantes qui expriment que l'on est dans

l'un des cas que nous venons d'énumérer.

278. Si l'on considère l'élément [x') qui correspond en vertu

de g dans X à
(*/])

de Y, correspondant lui-même à {x) de X en

vertu de y, entre les {x) et [x') existe une relation homogra-

phique; l'équation de {x') est, en se servant des formules cano-

niques,

il est alors facile d'interpréter la signification des conditions e= o

ou e'=o, en se reportant au n° 212. Si, par exemple, e = o, il

existe des couples de suites triples proprement dites, l'une dans X,
l'autre dans Y, dont les éléments d'espèce opposée se corres-

pondent en vertu dey, et dont les éléments de première espèce

correspondants sont conjugués dans g'^ et ainsi de suite.

279. Envisageons le faisceau \^f -\-\ig et un élément {x); les
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éléments correspondants dans Y en vertu des différentes récipro-

cités du faisceau contiennent un élément (y) fixe, défini, en se

servant des formules canoniques, par les relations

ri

(«?2^33— «33622)^2^3 («33^11— «11^33)^3^1 («11^22
—

«226ll)-2"l-^2

inversement, on a

Xi _ Xi _ X3

(«22*33— «33622)72^3 («33*11— «11633)7371 («11622
—

«22611)7172

Si l'on considère quatre réciprocités du faisceau, elles ont un

rapport anharmonique, celui des Çk) correspondants, qui est pré-

cisément le même que celui des quatre éléments (y;) alignés, con-

tenant {y), qui correspondent à un même élément (x) en vertu

des quatre réciprocités. En particulier, si les éléments singu-

liers dans Y sont les O^ , et si (r,) correspond à (x) en vertu de

*A,y-h Ào©? le rapport anharmonique des éléments (yj) et (yO'^)

est constant et facile à évaluer en fonction des invariants absolus

du système y, g".
D'une façon générale on peut étudier en détail le

faisceau (f, g) comme nous avons fait pour celui de deux séries

quadratiques.

280. Les formules du numéro précédent établissent entre les

éléments (x) et (y) des deux espaces X et Y une correspondance

spéciale, dont nous avons déjà eu des exemples, dite quadratique
bîrationnelle.

A chaque élément de l'un des espaces correspond un seul élé-

ment de l'autre, exception faite pour les éléments singuliers qui

ont chacun une infinité simple de correspondants.
Dans le cas particulier où l'équation A = o a une racine double

annulant tous les mineurs de A, en supposant «oo ^33 — «33 ^22= o?

on voit que, si {x) n'est pas singulier, on a toujours 7',
= o; on

est ramené à une homographie singulière. Nous nous bornerons

dans ce qui suit à étudier le cas le plus général : les cas particu-

liers s'en déduisent facilement.

Considérons un élément (i) de X : le lieu des éléments ( r)

que le faisceau (/, g) fait correspondre à tous les éléments {x)
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de (i) est une série quadratique d'équation

-^(«33*11— «11 633)127371-)- («11*22— «22 611 )bjKiJK2=o.

D'une façon générale, le premier membre de cette équation est

le jacobien des formes
/", g et (^ | œ) par rapport aux (x). Cette

série quadratique contient toujours les éléments singuliers (y) du

faisceau.

On trouve la même série en cherchant le lieu des éléments (y)

qui correspondent à (^) en vertu des différentes réciprocités du

faisceau; son équation tangentielle peut donc s'écrire aussi

Par suite, y -^ o définit le pôle par rapport à cette série de

l'élément (r,) qui contient les deux éléments (y) qui corres-

pondent à (^) en vertu de / et g : ainsi s'explique la réciprocité

définie par l'invariant 7.

Si l'élément (^) contient O,, par exemple, la série quadratique

correspondante se décompose, et son élément double situé sur
Çl\

peut être regardé comme correspondant à (^); réciproquement, à

un élément de
Q', ,

on peut faire correspondre l'élément (ç) conte-

nant O, et défini par

^2 ^3

(«33*11— «11633)73 («11*22— «22*11)72

On atténue de cette façon les effets de l'indétermination signalée

plus haut dans la correspondance entre les (.r)
et les (y)-

La même chose peut se répéter en intervertissant le rôle des

espaces X et Y.

281. La correspondance que nous étudions fait correspondre
à une série /(^), x^, ;r3)

= o, de degré /j, une série l^ de l'es-

pace Y, dont l'équation s'obtient immédiatement, et de degré 2p.

Si la série / admet les éléments singuliers Ot, O2, O3 comme

multiples des degrés ^,, q,, Çz respectivement, la série /q contient

les éléments singuliers Q^ les mêmes nombres de fois; si nous les

supprimons, il nous reste une série /' qui correspond à / d'une

façon proprement dite. Cette série /'est de degré ip— q^
—

q.^
—

^3:

elle admet les éléments singuliers O', , O!,, O!, comme multiples
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respectivement des degrés/>
—

q.^
—

q%., p — qz
—

<J\j P — ^«
—

'^2^

et les éléments tangents à /' en O',., par exemple, correspondent

aux éléments communs à / et û| autres que O2 et O3.

Les éléments multiples de ces séries, non coïncidant avec les

éléments singuliers du faisceau (/, g)^ se correspondent d'une

façon univoque, et deux tels éléments correspondants ont leurs

éléments tangents distribués de la même façon.

Si l'on se donne une série de seconde espèce dans X, on pourra

trouver sa correspondante dans Y en cherchant le lieu des éléments

qui correspondent à ses divers éléments tangents, ou encore l'en-

veloppe des séries quadratiques qui correspondent à ses divers

éléments.

On aurait des résultats analogues aux précédents en considérant

le faisceau (3, «|»).

II. — La correspondance quadratique birationnelle

entre deux espaces coïncidants.

282. Si les espaces X et Y sont supposés identiques, il faut

distinguer deux cas, suivant que les éléments (or) et i^y) sont de

même espèce ou non. Nous ne nous occuperons d'abord que du

premier cas.

Si l'on fait les (y) égaux aux (a;), f'el g deviennent^"! et or,;

les deux séries quadratiques ft et g^ déterminent en général un

faisceau, et si nous supposons que ce faisceau n'offre rien de par-

ticulier, on peut prendre pour éléments fondamentaux ceux de la

suite triple conjuguée à la fois par rapport à /", et gi. On pourra
alors écrire

g = bnXiXi—

On en déduit

? = «îîaSÎÎIÏil-^- • .-1- aiî«î3(;îT,3— |3T,î)
—

. . .

—
(«î3;i-^«3I?î+«I2|3)(aî3T,i-^«3lT,2 — aiîT,3),

•y
= *SS^33ÏlT,|—

La forme 'i/— A^^ conduit d'abord aux invariants rf, d', e,
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e', 'f^ déjà connus; l'invariant i, défini au n° 267, relatif à cette

forme, est

et l'on a les nouveaux invariants

ai ., „ di'

âa,j
' " -" "'^

db,-

Enfin un procédé connu donne encore les deux invariants

A- = S bij CCji,
k' —

CPtj Py/.

En se servant des formes canoniques, on a

i= 3 ail «22 «^33
— 2 «liai 3, y =3S6iia22<3J33— Sènalj — 2S«ii<^23^23?

k = E6iia22«33-^ -&11«23 — 2 s a, 1 «236 23, • ••

Le faisceau
[jii

o 4- ixo^» conduit aux mêmes invariants et à l'in-

variant h défini précédemment.
Il est facile, avec ce qui précède, de former des systèmes fonda-

mentaux d'invariants, et de définir les principaux éléments géo-

métriques du système considéré.

283. Si l'on envisage spécialement la correspondance quadra-

dratique définie par le, faisceau (/", g), les quatre éléments

communs à ft et g^ sont les seuls qui coïncident avec leurs cor-

respondants.

Si ©,, di,, 7, sont les séries quadratiques obtenues en faisant

les (tj) égaux aux (^) dans ©, t};, ^, la série quadratique lieu des

éléments de seconde espèce qui contiennent leur correspondant
dans la réciprocité )m/+ ^'2^> a pour équation

Xf (fi-r-XiXzXi-^ >-I't'i
= o;

son enveloppe est la série quartique de seconde espèce

cette série est aussi le lieu des éléments (Ç) qui sont tangents aux

séries quadratiques correspondantes, d'après ce qui a été dit anté-

rieurement.

La série quadratique équivalente à celle définie ci-dessus est
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bitangente à la série A|/i + Ao o', = o; rélément [x), commun
aux deux éléments {\) tangents communs, a pour équation

^i(«23li — «3i;-2— «12Ç3) ^ /^^(^ss^i— ^3i;2^ b 12U }
= o ;

son lieu est donc un élément de seconde espèce {X^) d'équation

a?i Xi X3 f

«23 «31 «lî
;

= O-

^23 ^31 bii \

La polaire de (x) par rapport à "a, y,
—

Ao©')
= o, dont le sens

géométrique est évident, a pour équation

(^l«ll— ^2^^1l)(Àl«23— Àî 623)^1 -H. . . = O;

son enveloppe est une série quadratique d'équation facile à former.

Le faisceau Ai/(-t-).2^i détermine sur l'élément (^) une invo-

lution, dont les éléments doubles se correspondent mutuellement,

quand on les considère comme appartenant soit à X, soit à ^.

Avec les éléments communs à y, et ^j, nous avons ainsi six élé-

ments jouissant de cette propriété : on voit tout de suite qu'il ny
en a pas d'autres.

284. Examinons quelques cas particuliers.

1° Les séries y, et gi restant distinctes, la correspondance qua-

dratique définie par le faisceau (f, g) ne pourra être involutive

[c'est-à-dire que chaque élément ix) aura même correspondant,

quand on le considère comme appartenant soit à X, soit à \
] que

si les formes f ei g sont symétriques par rapport aux (:r) et

aux (j'), c'est-à-dire si les réciprocités / el g sont elles-mêmes en

involution sans être spéciales. Dans ce cas, à chaque élément (x i

correspond l'élément commun à ses deux polaires par rapport

à/i et or,. 11 est donc inutile d'insister : on est ramené à l'étude

du faisceau de deux séries quadratiques.
Ce cas est en même temps le seul dans lequel les éléments sin-

guliers du faisceau (f, g), correspondant aux mêmes racines de

l'équation A = o, sont les mêmes dans les deux espaces X et Y.

2" Les séries /", et g^ peuvent être confondues, ou bien l'une

d'elles disparait identiquement. Dans ce cas, le faisceau (/, g)
contient une réciprocité spéciale. 11 existe une série simplement
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infinie d'éléments qui coïncident avec leurs correspondants. Il y
aura involution si, en outre, le faisceau (y, g) contient une réci-

procité involutive non spéciale. Ce cas particulier peut recevoir

le nom à^irwersion.

On l'obtient, par exemple, en supposant que g définisse la

réciprocité inverse de f] en d'autres termes, en supposant i^x)

appartenant successivement à X et Y, et prenant pour (y) l'élé-

ment commun à ses deux correspondants. Réciproquement, toute

inversion peut être obtenue ainsi, et d'une infinité de façons.

Si nous supposons quey corresponde à la réciprocité involutive

non spéciale, et ^ à la réciprocité spéciale, on pourra prendre en

général
/= «u-î^iJKi

— «23(^2 JK3-+- ara J2),

g= 623(3^,73—^372);

les formules de correspondance sont alors

.ri r? rs

— la^iX^x^ «11^1^2 ctiiXiX-i

Les propriétés de cette correspondance sont ainsi en évidence.

Les éléments singuliers dans les deux espaces Xet Y coïncident

encore; mais Oo et O3 correspondent dans ces deux espaces h des

racines différentes de l'équation A = o.

Quatre éléments correspondants deux à deux appartiennent avec

O2 et O3 à une même série quadratique.
Si la série

/"i se décompose, on prendra

/= au 37,Ji — «22 37272 ,

^= 623(-^273— -^372),

>t l'on

7i 72 73

Si l'élément singulier de g appartient à/"), on pourra prendre

/--= «33^^373-^ «12(a7|72-t- a"27i),

^ = 623(37273
—

37372)»

et l'on aura

7i 7î 73
—

(«33 37|-t- «12 371372) «12^1 «12372373

Si fi se décompose, on est ramené à l'homologie.
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3" Si les séries y, et gi disparaissent toutes deux. la correspon-
dance entre les (x) et les (jk) est identique.

285. Envisageons maintenant le cas où les éléments (x) et i^y)

des deux espaces coïncidents X et Y sont d'espèce opposée : pour

plus de netteté nous remplacerons donc les (^) par les (tj), et

inversement.

Le faisceau (y, g) définit une réciprocité quadratique hira-

tionnelle, les éléments correspondants étant d'espèce différente :

les formesyel^ elles-mêmes définissent des homographies ordi-

naires.

Observons d'abord que l'étude de l'homographie dans deux

espaces coïncidents peut être regardée comme un cas particulier

de celle d'un système de deux formes bilinéaires, définissant des

homographies dans deux espaces distincts. Ceci tient à ce que,

quand les espaces X et Y sont coïncidents, la forme (^|t,) s'ad-

joint immédiatement à la forme bilinéaire y"(x, r,) comme inva-

riant, et cette forme (^|t,) est elle-même bilinéaire.

L'élude du système de deux formes/(jc, t,) et g(^x^ r,), lorsque
les élémenLs (a:) et (t,) remplissent le même espace, est de même
un cas particulier de l'étude générale d'un système de trois formes

bilinéaires que nous ferons un peu plus loin, et à laquelle nous

renverrons pour les particularités relatives au cas présent.
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ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU RÉSEA.U DE SÉRIES QUADRATIQUES.

286. Si l'on considère une forme linéo-quadratique à deux

séries de variables

les y, g^ h étant des formes quadratiques ternaires quelconques
en (a;), on peut rétudierà des points de vue bien différents. Nous

la regarderons ici simplement comme définissant un système
linéaire à deux dimensions, ou réseau, de séries quadratiques,

d'équations F = o, les (X) étant des paramètres arbitraires, et

nous étudierons les propriétés géométriques de ce réseau. Nous

savons qu'à ce réseau on peut faire correspondre un réseau de

seconde espèce conjugué défini par

* =
[jii

o -f-
[JL2 <]>

-t- H^a X,

tel que chaque série F soit conjuguée avec chaque série <ï>. Ces

deux réseaux jouent le même rôle l'un par rapport à l'autre. Si

l'on pose

/ = «X», g = hoc-', h = Cx^-, <f
=

cci=, <]!
= P^s X = ïS's

on a, quels que soient les (\) et les
(jj.),

(Xiaii-t- ^2611-1- ^3Ci!)([iia,i-+- fXîPu-^ [^3Yit)-t-. . .= o;

on ne confondra d'ailleurs pas cp
avec la forme tangentielle dej.

Nous rappellerons encore que, si une série F se décompose en

deux éléments, ceux-ci sont conjugués par rapport à toutes les

séries <ï>; et de même, en intervertissant F et $.

287. Formons le jacobien de/, g, h, soit

P = Sx, Sx, gx.
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nous définissons ainsi une série cubique de première espèce, dite

jacobienne du réseau F el cayleyenne du réseau <^. De même,

le jacobien II des formes o, <!/, -/
définit une série cubique de

deuxième espèce, jacobienne du réseau <I> et caylejenne du

réseau F.

La série P peut être interprétée de plusieurs façons, d'après son

équation même :

i» P 1= G est le lieu des éléments [y) dont les polaires par rap-

port aux séries F ont un élément commun (:;).

2" P = o est aussi le lieu des éléments (2) que nous venons de

définir et les polaires de {z) contiennent toutes {y) : {y) et (s)

sont dits correspondants sur P.

3" P = o est le lieu des éléments doubles des séries décompo-
sables du réseau F.

4** Si une série <ï> se décompose en deux éléments (^y) et (;;),

ces deux éléments sont conjugués par rapport à toutes les séries F,

et par suite appartiennent à P et sont même correspondants sur P.

P = o est donc aussi le lieu des éléments que représentent les

séries décomposables du réseau <I>.

Les mêmes propriétés s'appliquent à la série O, avec les modi-

fications nécessaires.

Donc encore :

5" (j») et (^z) étant correspondants sur P, ces deux éléments

forment ensemble une série décomposable du réseau $, et par
suite le lieu de (j^^) est la série H.

6" (j') et (^) étant correspondants, i^yz) détermine, sur chaque
série F, deux éléments conjugués harmoniques par rapport à(y^);
donc n = o est le lieu des éléments (^) qui déterminent avec toutes

les séries F des couples en involution
; (y) et (^) sont les éléments

doubles de cette involution; les séries F contenant
(j>^)

ou {z) sont

toutes tangentes à (^2). Par suite, P= o est le lieu des éléments (y)
tels que toutes les séries F qui contiennent {^y^ y aient un même
élément tangent, savoir (y^), («) correspondant à (y).

7" Si /, g^ h sont trois séries fixes du réseau F, P = o est le

lieu des éléments ayant même polaire par rapport à/ el aux séries

du faisceau (g^ A), quand celles-ci varient; et II = o est le lieu

des éléments (ç) contenant deux éléments communs k f el aux

séries du faisceau (^, h).
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Les mêmes propriétés ont lieu quand on intervertit le rôle des

séries F et •!>.

D'après Tune des propriétés ci-dessus, on peut écrire d'une

nouvelle façon les équations des séries P et II. Si une série <ï> se

décompose, de sorte que

P = o est le lieu de (x) ;
donc l'équation P = o peut s'écrire

«11
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(y) et (z) étant correspondants sur P, et (m) étant le troisième

élément commun à {yz) et à P, la polaire de (j) par rapport à la

série F3 du réseau F qui admet (u) comme élément double con-

tient (s), et par suite est (yz) : donc (yz) fait partie de cette

série F3.

Pour déterminer l'élément tangent à II suivant {yz)^ considé-

rons, comme au début de ce numéro, un second couple d'éléments

correspondants (y'), {z') '• soient [t) et [u) les éléments définis

par les couples (jj/), {zz') et (yz'), (yz); soit, de plus, {u')

l'élément commun à (yz) et (y'z'); les éléments [u) et (m') sont

conjugués harmoniques par rapport à (fj') et (^^), comme on sait.

Celte propriété subsistant quand ( >') vient se confondre avec {y)f

et
( m') devenant l'élément de contact cherché, on voit que celui-ci

est le conjugué harmonique de (u) par rapport à (y) et (z).

Si (y) est inflexionnel sur P, (m) est confondu avec (:;) et par
suite (m') aussi. Donc la série tangenlielle de H, soit P', du degré

six, est tangente à P suivant les neuf éléments (z) qui corres-

pondent aux neuf éléments inflexionnels {y) de P, et n'a pas
d'autre élément commun avec P; les éléments tangents communs
sont d'ailleurs les éléments (yz). Une proposition analogue s'énon-

cerait, résultant de la considération de la série II et de la série

tangenlielle II' de P, On peut aussi répéter tout ce qui précède en

inlervertissant le rôle des séries P et II, En particulier, on voit

que les éléments (z), définis plus haut, appartiennent aux élé-

ments inflexionnels de II, et que les éléments (yz) correspondent
à ces éléments inflexionnels.

(y) et (z) étant correspondants et (m) ayant toujours la même

signification que précédemment, soient (r,) et (t/) les éléments

qui constituent la série du réseau d'élément double (y), {^) et

(w') les éléments analogues relatifs à (^), (yz) et (;) les éléments

analogues relatifs à (m) :
(yj) a en commun avec P deux éléments

autres que (y), correspondants et conjugués harmoniques par

rapport à (yz) et (l) par suite
;
l'élément (^r^) est donc tangent à n

en
(tj). L'élément (^), tangent à P', a donc encore en commun

avec P' les quatre éléments déterminés par (t,), (t/), (Q, (J^').

289. Le réseau F contient une infinité de faisceaux obtenus en

assujettissant les séries F à contenir un élément (y) fixe; les trois

An. — I-. 00
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aulres éléments communs aux séries du faisceau déterminé par (j^)

sont dits associés à (j) : on obtient une correspondance spéciale

et involutive, qui fait correspondre à chaque élément (jk) chacun

de ses trois associés.

Si [y) est quelconque, le faisceau correspondant ne présente
aucune particularité; les éléments associés de (r) appartiennent
aux trois éléments de H contenant

(j>')
et sont conjugués harmo-

niques de (r) par rapport aux éléments correspondants de P

appartenant à ces éléments. Si [y) appartient à P, les séries du

faisceau sont tangentes en [y) à {yz)^ en conservant les notations

précédentes; des trois éléments associés à (jk), l'un est {y) lui-

même, les deux autres appartiennent à P'. Si [y) appartient à P',

les séries du faisceau sont tangentes en un certain élément de P
facile à déterminer d'après ce qui précède, et qui compte deux fois

comme associé à {y). Si [y) est commun à P et P' et, par suite,

correspond à un élément inflexionnel de P, les séries du faisceau

sont osculatrices en (j), l'élément tangent commun étant {y^)] le

quatrième élément commun à ces séries est cuspidal sur P'; donc,

si [y) est cuspidal sur P', les séries du faisceau sont encore oscu-

latrices en un élément facile à déterminer.

Les mêmes remarques générales s'appliquent au réseau <ï> avec

les modifications convenables.

290. Nous venons d'expliquer les principales propriétés géo-

métriques d'un réseau de séries quadratiques : mais nous avons

supposé que ce réseau était le plus général, et dans ce cas on

s'assure facilement que l'une ou l'autre des séries P et II peut être

considérée comme la plus générale de son espèce.

Nous allons maintenant étudier les cas particuliers qui peuvent
se présenter : les propriétés générales énoncées précédemment

s'appliquent encore à ces cas, avec des modifications évidentes,

dont nous ne donnerons pas le détail.

Un calcul facile montre que si la série P a un élément mul-

tiple {x), ou bien cet élément est commun à toutes les séries F

du réseau, ou bien il appartient à une série F représentant deux

fois un élément (^), et, de plus, il existe au moins une série F

tangente à (;) en [x). Les propositions réciproques sont vraies.

Si {x) est commun à toutes les séries F, {x) compté deux fois
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appartient au réseau <&; et réciproquement. De plus, on peut

intervertir lé rôle des séries F et <ï>.

Ceci posé, nous dirons d'un élément (x) qu'il est simplement

singulier pour le réseau F, si toutes les séries F le contiennent

sans y être tangentes; qu'il est doublement singulier, si toutes les

séries F y sont tangentes, sans j être osculatrices; qu'il est tri-

plement singulier, si toutes les séries F y sont osculatrices; enfin

qu'il est quadruplement singulier, s'il est singulier pour toutes

les séries F. On ne peut faire d'autre hypothèse, car nous sup-

posons essentiellement que les séries F ne forment pas un fais-

ceau.

Quand (x) est singulier pour le réseau F, compté deux fois, il

constitue une série du réseau 4>. Si (x) est simplement singulier,

les éléments communs à (x) et aux séries 4> ne sont pas fixes tous

les deux; si (x) est doublement singulier, ces éléments sont fixes,

distincts ou confondus, suivant que les séries F n'ont pas un autre

élément commun, ou en ont un
;
et dans ce dernier cas, les séries 4>,

qui sont toutes tangentes à (x) en un même élément, ne sont pas

osculatrices; si (x) est triplement singulier, les séries $ sont

toutes tangentes à (x) en un même élément et sont osculatrices;

enfin, si(^} est quadruplement singulier, (x) fait partie de toutes

les séries ^.

Ces propositions se démontrent sans peine à l'aide d'un calcul

très simple; leurs réciproques sont vraies.

Etant donné le réseau F, on exprimera qu'il a un élément sin-

gulier en écrivant le résultant des formes y, g, h et l'égalant à

zéro : c'est le déterminant des coefficients dans /, g, h et les dé-

rivées partielles de P.

Pour exprimer que 4> a un élément singulier, on écrira que la

forme F peut se réduire à un carré parfait, c'est-à-dire que la

forme tangentielle de F peut devenir identiquement nulle. Si,

entre les six équations qui expriment ce fait, on élimine linéai-

rement les six quantités a? et A/Ay, on obtient encore, égalé à zéro,

un déterminant du sixième ordre et du quatrième degré par

rapport aux coefficients de chacune des formes/", g, h.

291. L'énumération des differenls cas particuliers possibles est

maintenant facile à faire.
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1° L'un des réseaux, F par exemple, a un élément simplement

singulier (x).

La série P ne se décompose pas; elle admet (x) comme élément

double, correspondant à lui-même
;
les éléments tangents en x, dis-

tincts, sont ceux qui consliluent la série F d'élément multiple (x).

La série II se compose de (x) et d'une série quadratique conte-

nant les éléments tangents en (x) à P; la série tangentielle de cette

série quadratique touche P en trois éléments, qui correspondent
aux trois éléments inflexionnels de P.

La correspondance des éléments sur les séries Pet II est, comme
dans les cas suivants, facile à reconnaître.

2° L'un des réseaux, F par exemple, a deux éléments simplement

singuliers (x) et {x').

La série P se compose de (xx') et d'une série quadratique con-

tenant (x) et {x')] les éléments tangents (^) et (^') à cette série

en (x) et (x') constituent avec (xx) les séries F admettant (x)

et (x') comme éléments doubles.

La série H se compose de (.r), (x') et (i^').

On observera dans ce cas que (x) et (x') sont associés à un

élément quelconque (y)', le troisième élément associé à (y) est lié

à (y) par une inversion définie par (^ç') et la série quadratique

qui fait partie de P.

Des remarques analogues pourront être répétées pour quel-

ques-uns des cas suivants.

3" L'un des réseaux, F par exemple, a trois éléments simple-

ment singuliers (nécessairement non alignés), (x), [x') et (x").

La série P se compose de (x'x"), (x"x), (xx'); la série H se

compose de (x), (x'), {x").

4'^ Les réseaux F et O admettent chacun un élément simplement

singulier; ces deux éléments [x) et(i) se contiennent nécessaire-

ment.

La série P se compose de (i) et d'une série quadratique tangente

à (Ç) en{x)\ la série II se compose de {x) et d'une série quadratique

tangente à {x) et (^). La série tangentielle de l'une de ces séries

quadratiques touche encore l'autre.

5° Le réseau F, par exemple, admet deux éléments simplement

singuliers (:r) et (^'), et le réseau <1> admet un élément doublement

singulier, nécessairement (xx').



CHAPITRE XI. — ÉTUDE DD RÉSEAP DE SÉRIES QUADRATIQUES. Sog

Si (y) est l'élément tangent commun aux séries ^ en (xx'), la

série P se compose de {xx') deux fois, et d'un élément (ç), tel

que (x) et (x') soient conjugués harmoniques par rapport à (y)

et l'élément commun à (;) et {xx'). La série 11 se compose de (j;),

{x') et {y).

6° Le réseau F, par exemple, admet {x) comme élément dou-

blement singulier, e\.{x') comme simplement singulier ;
et * admet

un élément doublement singulier (^xx').

La série P se compose de {xx') deux fois, et de l'élément tan-

gent commun aux séries F en [x). La série II se compose de {x)

deux fois et de {x').

7° Les réseaux F et $ admettent chacun un élément triplement

singulier; ces deux éléments {x) et (i) se contiennent nécessai-

rement.

Les séries P et II se composent de {\) et de {x) trois fois.

8" Le réseau F, par exemple, admet {x) comme élément qua-

druplement singulier, de sorte que toutes les éléments (ç) de {x)
sont singuliers pour le réseau <ï>.

La série P disparaît, et la série <^ se compose de {x) trois fois.

Comme conséquence de celte discussion, remarquons que la

série P, par exemple, peut devenir toute série cubique particu-

lière, sauf toutefois une série cubique indécomposable à élément

cuspidal.



CHAPITRE XII.

LA SÉRIE CUBIQUE.

I. — Premières définitions. — Les polaires.

292. Considérons une série cubique de première espèce d'équa-

tion/= ax^=- o, où la forme/renfermantdix coefficients sera écrite

H- Zax3x\x3-h 'iai',x\xz-\- 3a2i^|^i+ ^ax^x^x^.

Nous supposerons la série indécomposable et, par suite, trois

cas seulement se présentent :

1° La série y n'a pas d'élément multiple et, par suite, est de

genre un; elle possède neuf éléments inflexionnels proprement
dits. La série tangenlielle o est du sixième degré, n'a pas d'élé-

ments doubles ordinaires, ni éléments inflexionnels, mais pos-

sède neuf éléments cuspidaux, tangents à y en ses éléments in-

flexionnels.

2° La série /est rationnelle et possède un élément double ordi-

naire; elle admet alors trois éléments inflexionnels seulement. La

série tangentielle est du quatrième degré et admet trois éléments

cuspidaux, mais n'admet aucun élément double ordinaire ou

inflexionnel.

3° La série /est rationnelle et possède un élément cuspidal et,

par suite, un seul élément inflexionneL

La série tangentielle est alors du troisième degré, admet un

élément cuspidal et un élément inflexionnel, et n'admet aucun

élément double.

293. La seconde polaire d'un élément {y) par rapport à /,

d'équation a^^s= o, est une série linéaire. Si un élément (Ç) con-

tient [y) et a en commun avec / les éléments [t], (t') et (t"),

tandis que (x) est son élément commun avec la seconde polaire
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de (y), on peut écrire

Si (j') appartient à f, sa seconde polaire est rélément langent

à/en(^).
L'enveloppe des secondes polaires de tous les éléments (y) est

la hessienne h de/, série cubique, d'équation

6 dx\

6 dx^dx^

d'-f à^f
6 dxidxi 6 dridr^

6 ôxl

G OXiOXi

6 dXidx^

1 d\f
G 0»^6 da^i 0x3

294. La première polaire d'un élément (y) par rapport à f,

d'équation «j^= o, est une série quadratique.
Comme plus haut, les éléments (x) de cette polaire appartenant

à(^) contenant (y), sont définis par

i-i- (xytt')-i- {xytf )
= o.

La première polaire de {y) contient les éléments de contact des

éléments tangents ày menés par {y).
•

Si {x) appartient à la première polaire de {y), {y) appartient à

la seconde polaire de {x).
Si [y) appartient à/", sa première polaire touche la deuxième et

aussiy en [y) ;
c'est aussi le lieu du conjugué harmonique de {y)

par rapport aux deux autres éléments que détermine sury chaque
élément (^) contenant {y).

Les premières polaires de tous les éléments (y) forment un

réseau de séries quadratiques auquel on peut appliquer tout ce qui
a été dit au Chapitre précédent.
La jacobienne de ce réseau est la série hessienne h ;

la caylejenne
est une série cubique de seconde espèce y, qui sera définie par

l'équation générale

«1 «21

^=i
«!3 «23

«31
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Mais on peut ajouter que la première polaire de [y) a un élément

double (5), si [y) appartient lui-même à h\ la première polaire
de {z) a elle-même {y) comme élément double et, par suite, {y)
et (s) sont correspondants sur h dans le réseau formé des pre-
mières polaires,

La caylejenne y, qui est le lieu des éléments {yz), est donc aussi

la cajlejenne de/, comme nous l'avons définie généralement pour
une série de degré quelconque, tandis que la steinérienne de f
coïncide avec sa hessienne.

Si [y) et {z) sont correspondants sur A, la polaire linéaire de

l'un, {y), est tangente à h en {z).

Toutes ces propositions sont faciles à vérifier directement; la

plupart d'entre elles résultent de propositions plus générales
énoncées antérieurement.

Les premières polaires de tous les éléments [y) d'un même
élément (Ç) forment un faisceau, et réciproquement.

Les séries décomposables de ce faisceau correspondent aux

éléments communs à (^) et à A; elles sont donc distinctes si [\) ne

touche pas h] les séries du faisceau sont simplement tangentes

entre elles, si (^) touche /^, sans être un élément tangent sta-

lionnaire; elles sont osculatrices, si cette dernière condition est

réalisée. Quand les séries du faisceau sont tangentes entre elles,

leur élément de contact (s) appartient à A, et leur élément tangent

commun est {yz), {y) correspondant à (s) et étant l'élément de

contact de (i) et {h).

295. Considérons le cas où [y) est commun à _/ et à A, c'est-

à-dire inflexionnel pour f ;
la polaire quadratique de [y) se com-

pose alors de l'élément tangent (iri)
à y en (^), et d'un élément

(y)'),

qui, à cause de ses propriétés évidentes d'après ce qu'on a dit

plus haut, est dit polaire harmonique de (j ). Cette polaire con-

tient les éléments de contact des trois éléments tangents à/" autres

que (ï)) qui contiennent (j). L'élément
(y)vi')

ou (5) correspond
à (jk) sur h\ mais l'élément tangent à h en (2) est (t)) : alors,

d'après les propriétés des réseaux, on en conclut que les éléments

inflexionnels (y) de /"sont aussi inflexionnels pour A; que h touche

les éléments tangents stationnaires (?)) de y" en des éléments (5)

correspondant aux {^y)\ que ces éléments inflexionnels (ti) appar-
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tiennent à la cajleyenne y, et que les éléments tangents corres-

pondants sont les (z); que les (tj'), correspondants des (tj) sur v,

sont les éléments inflexionnels de y.

296. Enfin, remarquons que le réseau des premières polaires

par rapport àyn'a aucun élément singulier si la série / n'est pas
rationnelle. Si y a un élément double ordinaire, le réseau consi-

déré admet cet élément comme simplement singulier; si y a un

élément cuspidal, le réseau admet cet élément comme doublement

singulier. Les formules développées ultérieurement montrent sans

peine dans quels cas particuliers on se trouve alors, comme aussi

les cas de décomposition de h, quand la sériey n'a aucun élément

singulier.

II. — Les éléments inflexionnels et la forme canonique.

297. Cherchons une forme canonique pour y, dans le cas où

cette série n'a pas d'élément cuspidal.

Supposons d'abord que nous prenions pour éléments fonda-

mentaux O2 et O3 deux éléments inflexionnels de y, et pour élé-

ments Q2 et Q3 les éléments tangents correspondants. On aura

alors

y= «iJ-J -f- 3x^X3(2 a Xi-{- a^Xi-i- «232 J'a).

Ceci nous montre que le troisième élément commun à y et à Q|

est aussi inflexionnel, l'élément tangent correspondant étant

iaxi -{- «23 a-, H- 03^X3= o.

Les neuf éléments inflexionnels sont donc alignés trois par trois

sur douze éléments de seconde espèce, appelés axes inflexionnels,
et chacun d'eux contient quatre de ces axes.

Toutefois si y a un élément double, il n'y a que trois éléments

inflexionnels, alignés sur un seul axe.

Les polaires harmoniques de O2 et O3 sont

naXi-h «93^:2 4- aasîa-j = o;

prenons-les pour nouveaux éléments fondamentaux Û, et Q',, û',
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coïncidant avec ûi- Ceci est possible, car «03 et ^30 sont certaine-

ment non nuls dans les hypothèses faites; f prend alors la forme

h.x'^ -\- B^î (^2"
—

x'^x'^ -H ir'j^) + C(:r2 + JTj )(a"2
—

ix\)(^x\
— ix\) = o.

Mais si maintenant nous remarquons que x"^ — x'.^x'^~\- x'^ est

précisément le hessien de la forme cubique binaire

(a-; + ^'3 )(^;
— 2^; )(r'3— 2^; ),

on voit que si nous réduisons cette forme à la forme canonique,
à l'aide d'un changement de variables fait sur

x'.^
et

x'^ seulement,

y prend finalement la forme suivante, où les accents ont été sup-

primés :

y = «la^J + a=ix\ -+- a^xX + ^ax^x^x^.

Telle est la forme canonique que nous emploierons presque
exclusivement.

298. La première polaire de (jk) a pour équation

Yx^as^xX-A- lax-ix^)^ y^{a<^x\^ iax-iXx)-^y^i^aiX\-\-').ax^x<!) = o\

on voit que le réseau ainsi défini ne peut avoir d'élément singu-

lier que si l'une des quantités ai est nulle, ou bien si l'on a

a, «2^3 + 8a^ = o. Mais ce dernier cas est à écarter, car alors /
se décompose en trois facteurs linéaires, ce que nous ne suppo-
sons pas.

La forme canonique trouvée ne correspond donc à une série à

élément double que si l'une des quantités a,, a, par exemple, est

nulle. O, est alors l'élément double, et Q, est l'axe inflexionnel
;

Q2 6t Q3 sont les éléments tangents à y en 0( ; O2 et O3 sont les

deux éléments qui déterminent avec les trois éléments inflexion-

nels de f sur Q, un rapport équianharmonique. Les polaires har-

moniques contiennent O, et, sur Q,, les éléments conjugués har-

moniques de l'un des éléments inflexionnels par rapport aux deux

autres. La réduction à la forme canonique ne peut se faire que
d'une seule façon.

299. Occupons-nous maintenant du cas général.

Les éléments de référence Q,- jouent évidemment tous les trois

le même rôle; ce sont des axes inflexionnels. Il est clair que les
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Les polaires harmoniques, qui jouent par rapport à la cay-

leyenne le même rôle que les éléments inflexionnels par rapport à

la hessienne, sont donc alignées trois par trois avec les éléments

tels que O^-; chacune d'elles contient quatre de ces douze éléments,

analogues aux axes inflexionnels.

Si l'on considère les formes cubiques en x^ et x^ par exemple,

qui définissent, sur ù, ,
les éléments fondamentaux, les éléments

inflexionnels, et enfin les polaires harmoniques des précédents,
la première de ces formes est, à des facteurs près, le hessien de

chacune des deux autres, et chacune de ces dernières peut être

regardée comme l'invariant cubique de l'autre.

III. — Les invariants fondamentaux.

300. Nous allons maintenant calculer les invariants les plus

intéressants du système formé par f et les variables [x) et (^).

Huit de ces invariants sont indépendants.

Après la forme / elle-même que nous écrivons, sous la forme

canonique,
f = a\x\-\- a^xl-h a:iX\-i- ^ar^x^ix^i,

nous avons d'abord la hessienne h et la cayleyenne y, déjà définies

en général. Ici

h = — a-{aix\-h «2^2-+- «.-i-^i) -l-(aia2«3-H 'i.a^)xiX.2X3,

Y = a(a2«3^î -H a3«1^2 + «l«2^3) + ('*l'^2«3— 4«^)^I^2^3•

On voit, comme on devait s'y attendre d'après ce qui a été dit

plus haut, que les formes h et y sont elles-mêmes réduites à la

forme canonique, et l'on vérifie que les éléments inflexionnels de h

coïncident avec ceux de /; les polaires harmoniques de ces élé-

ments sont les mêmes pour / et pour h, et sont les éléments

inflexionnels de y.

Si f a un élément double en O,, il en est de même de h, qui

ne se décompose pas, et y se compose de O, et d'une série qua-

dratique d'équation
«2«3^!-4«';2b = o.

Si/ n'a pas d'élément double, h peut en avoir, d'après ce qu'on

a dit plus haut, si a = o, ou si a, a^cis
~ a^ = o; dans chacun de
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ces cas, h se décompose en trois éléments, et il en est de même de y.

Les éléments dans lesquels se décompose h forment l'une des

suites triples d'axes inflexionnels, et la propriété analogue a lieu

pour y.

301. Nous joindrons tout de suite aux invariants précédents la

hessienne 8 de v, soit

8 = — — a{aia2«3— 4a')2(aia3$f -i-a3flr,;|-i- «laiçD

-+ -^ [(aiajas— 4rt3)î+io8aîa|a|aî]^,$j?3.

Si maintenant nous multiplions ensemble les coefficients cor-

respondants des formes opposées f et y, et si nous ajoutons les

produits ainsi obtenus, en tenant compte des coefficients polj-
moniaux convenables, nous obtenons l'invariant proprement
dit K'(y, y), et nous écrirons

t = -
K'(/, y) = a(a,a2a3— a');

de même, on obtient

Ces deux invariants proprement dits forment un système complet
de telles fonctions.

Le discriminant de f calculé comme résultant de -^ -^t ;r -^-t'' 3 dxy 3 dxx
I àf
3

-—- est

il est égal à 64/'-+-/-.

On a aussi l'identité

— 6aî(5aiaja3 4-4a');,;i;3],

et l'invariant e, entre crochets, défini plus naturellement un peu

plus loin, peut remplacer o, comme étant plus simple.

302. Nous aurons des invariants du sixième degré par rapport
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aux (jc) ou aux (^) en prenant les formes tangentielles des précé-

dentes. Ecrivons seulement celle dey :

— (2aia2«3+3aa3)(a,^|^|-h«2B^Î-+-«3^î$2)
— 24a5(a2«3^î-t-«3«l?i+«l«2^i)?1^2|3— 24a(al«2«3^-2«3)^l?2;^

P0Ur préciser complètement cette forme, ajoutons que l'on a

De plus,

K«(/^?) = yy•

K3(/. cf )
-

^
e,

et c'est là la façon la plus naturelle d'introduire l'invariant s.

303. Envisageons un élément (y); on sait que si l'on forme le

discriminant de la forme binaire en Q.)

on obtient l'équation des éléments tangents à / contenant (y).

Si (y) appartient à/, l'équation

représente donc les quatre éléments tangents menés par (y) à f,

autres que l'élément tangent en (y). Nous allons chercher le rap-

port anharmonique de ces quatre éléments tangents ;
c'est le même

que celui des racines de la forme binaire en a:^ et x-i, obtenue en

faisant Xi= o dans le premier membre de l'équation précédente,

soit, en faisant le calcul sur la forme canonique,

— 6a7|a:|(«2«3jK2r3+ '^a-Jf ) -+- 4a:'2^3 («ï^s^I— «3«Ji73)
-f- o-f ( a|7l -f- 8 «3 «7i J'2 )•

Si nous appelons i' elj' les invariants de cette forme biquadra-

tique, on trouve sans peine, en tenant compte de «^3= o,

i' = — I2a(ai«2^j — <^^)y\ — — ^'^'y\i

j' = — {a\a\al — ioaiaia3a'^— %a^')y\ = — iy\- À
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Si donc ^ esl l'un des rapports anharmoniques cherchés, on a

j'
—

64j=«
—

(64r^-i-y2)

Le rapport anharmonique cherché est donc constant, quel que

soit l'éléraent (^y) sur y"; il correspond à l'invariant absolu ^. Il

est équianharmonique si a = o; il est harmonique si y = o : telle

est la signification simple de ces conditions invariantes. Si

64^^+7-^0, deux des éléments tangents considérés se confon-

dent, en allant contenir l'élément double.

Ce théorème pourra être appliqué aux séries cubiques rencon-

trées dans l'étude d'un réseau de séries quadratiques, et conduira

à de nouvelles propriétés.

En voici encore une conséquence immédiate : si l'on considère

les deux groupes de quatre éléments tangents menés à/ par deux

éléments {y) et (5) dey, les seize éléments communs aux éléments

de ces deux groupes appartiennent quatre par quatre à quatre
séries quadratiques contenant {y) et (^).

304. La première polaire de [y) est

«a-'j'
= 7i(«i^r-f-2aj-2:r3) -H J'2(«2.r| -l- iax:iXi) -r-y^ia^xl-^- lax^Xt).

L'équation «x-.r= O5 où l'on suppose les [y) ou les {x) donnés,
est le lieu des éléments [x) ou {y) dont la seconde ou la première

polaire contient {y) ou (x).
Prenons la forme langentielle de a^'j par rapport aux {x)\ c'est

un invariant à deux séries de variables très intéressant

Si(j>') est donné, la série/)(y, ;)=:o est le lieu des éléments {\)

qui touchent la première polaire de {y); le discriminant de cette

série est h^{y) à un facteur numérique près; elle touche {y)
si l'on z f[y)h{y) = o; d'ailleurs si h(y) = Oj elle représente
deux fois l'élément (z) correspondant à (y) sur h.

Supposons maintenant (ç) donné; l'équation /?(j', ^)
= o définit

une série quadratique en (y). C'est le lieu des éléments dont la

première polaire touche (^); c'est aussi l'enveloppe des secondes



3'20 LIVRE H. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.

polaires des différents éléments de (i); c'est aussi le lieu des

pôles de (^) par rapport aux premières polaires des différents élé-

ments de (^), car, en cherchant ce lieu, on est conduit aux mêmes

calculs que précédemment, à cause de l'identité des dérivées par-

tielles de ax'y et axy'- par rapport aux (^) et aux (j^). On démontre

aisément, d'après les propriétés des polaires et celles du hessien

d'une forme cubique binaire, que les éléments communs à (^) et

à la série /?(j', ^)
= o forment un rapport équianharmonique avec

les éléments communs à (i) et à y.

De plus, il est visible que la série pi^y-, i)
= o touche la hes-

sienne h en trois éléments qui correspondent aux éléments com-

muns à (^) et /i, puisqu'elle ne peut avoir avec h d'autres éléments

communs que ceux dont la première polaire a un élément double

appartenant à (^).

Si les éléments (y), (s), (/) sont alignés et appartiennent à y,

et s'il en est de même de (j'), (s'), (^') ; si, de plus, («) et
(//')

sont

les éléments communs à la première polaire de
(^y')

et à
i^zl')

et

{z' t')^
la propriété de cette polaire, quand (r) appartient à f,

montre tout de suite que {zz')^ {^^')j {uu') sont trois éléments

alignés en {v) par exemple, et que les deux premiers sont conju-

gués harmoniques par rapport au troisième et à {yv). Cette pro-

priété subsiste si les éléments [zt) el(z' t')
viennent à se coufondre

et fournit un théorème facile à énoncer. Appliquant ce théorème

et regardant /)(jK5 i)
= o comme le lieu des pôles de (^) par rap-

port aux premières polaires des éléments de (i), et aussi comme

l'enveloppe des secondes polaires de ces éléments, on voit que
cette série touche les éléments tangents (t), (t'), (t") à / suivant

les éléments communs (t), (<'), (t") à/ et à (^), et que l'élément

de contact avec (t), par exemple, est conjugué harmonique de (t)

par rapport à (t') et (t").

Le discriminant de p{y, i) par rapport aux (y) est y^^^) ; d'ail-

leurs, si (^) appartient à la cayleyenne y? (i) constitue avec un

autre élément (tj)
la première polaire d'un élément (s), que con-

tiendra la seconde polaire de tout élément de (^). La condition

pour que l'élément (i) touche la série p{y, ^)
= o est évidem-

ment cp(^)
= o.

305. Considérons la forme p{y, ^) où (y) est donné, et la
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forme analogue q{y, \) relative à h\ ces deux^ formes quadra-

tiques
p{y^ ï) = pi\\\^ ' --^ "i-Pî^UU-^ ^

qiy, = g'iiU-i-----^"^y23?î^3-i-.--,

ont un invariant simultané

(/>Î2 ?Î3 -^i>33qa— 2/>I3 y Î3 )^î -+- • • •
;

si, dans cet invariant, on fait les {y) égaux aux (jc), on obtient

un invariant du sixième degré par rapport aux {x), plus simple

que les formes tangenlielles de v et t.

Si Ton appelle k cet invariant, on trouve à un facteur près

= 3 a* («1^2 «3-1- ia^)(^a\x\-\- a\x\ — aix%)

-f-[6a^(a|a2«3-i- 2a') — (airtîaa-h 8a')2](aia3a:|ar| -^ «j aix\x\ ->!- ayaiX\x\— aj{axx\ -f- aiX\ -h a^x\)xiXiXi— Za^jx\x\x\.

Pour définir complètement k, ajoutons que l'on a

306. On peut choisir comme invariants fondamentaux
«", y, /,

h, k. Y, £, o.

Pour abréger l'écriture, soit

A = «
1 a* «3 ;

l = aix\^ ttixl -i- ajxl,

m = Oia^Tlx^ ^ asUiX^x] -i- aia^x^xl.

n = XiXiX^:

i = a(X — a^), / = Aî— 2oArt3_8rt«;

f =z l -^ 6an,

h = — a'/H-(A-i-2a')n,

k = 3a3(X -^ ia^)r-— a/ln — 3aV«-— (A -H 8a')*m;

Y = aX -t-( A — .îa')v,

t = (A— ïoa3)X — 6aî(5A-^ {aMv,

o = ).ï— 2irt*Àv — 2Îrt(A -t- 2a')v2— ^( A -r- Sa'' (X.

An. — I.
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A ces invariants nous pouvons joindre les jacobiens ;• et o des

formes/, h, A- et y, s, (p.
On a exactement

r = — l{\^ %a^f{aiXl — a^xD^a^xl — aix\){aix\— a-^rl ),

Donc les équations ;• = o et p=o représentent les polaires

harmoniques des éléments inflexionnels de/, et ces éléments eux-

mêmes.

Les carrés de r et
p s'expriment aisément en fonction des inva-

riants fondamentaux; en effet, on peut regarder a\x\, a-^xl^ a^x'l
comme les racines de l'équation

XS— /X2 -1- /« X — A 7Z
3 = o,

et /, m, n s'expriment à l'aide de/, A, A.

De même a^a-i^], a-^Ui^l^ ciia^^l sont racines de l'équation

X3— X X2+ A [jlX
— A'- v5 = o.

Nous reviendrons d'ailleurs sur cette question un peu plus loin.

307. Les séries/, h, y, s mènent, par des procédés analogues
aux précédents, à bien d'autres invariants qui s'expriment à l'aide

des invariants fondamentaux; c'est ainsi que l'on peut chercher le

lieu des éléments dont la polaire linéaire par rapport à /ou h est

tangente à la polaire quadratique du même élément par rapport
à h ou/, etc.

Cherchons encore, pour montrer l'usage des invariants, l'équa-

tion des éléments tangents stationnaires
(-/i)

à /.

On trouve sans peine, en se servant des formules canoniques,

que ceux de ces éléments qui correspondent aux éléments

inflexionnels pour lesquels ^, = o, ont pour équation

. A-t-8.«3
/

j^
ayx\^o.

L'équation cherchée est donc

,, A + 8rt3 (A -+-8^3)2 (A-^8«3V«
J \ -^ A2 -^

jV-
o.
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OU, en remplaçant /, m, n par leurs valeurs,

5iph — /P— //c
= o.

La série h louchant les éléments (r,), on voit par cette équation

qu'il en est de même de la série k =: o^ et suivant les mêmes élé-

ments.

On formerait de même l'équation des éléments tangents station-

naires de y; et ainsi de suite.

IV. — La réduction à la forme canonique.

308. La connaissance des invariants fondamentaux d'une forme

cubique f permet sa réduction à la forme canonique d'une façon

simple.

Nous garderons les notations précédentes pour la forme cano-

nique, et nous prendrons les mêmes lettres affectées de l'indice

zéro pour désigner les invariants correspondants, tels que le calcul

les donne directement en partant de la forme donnée /q.

On a d'abord

d'où, posant

l'équation en p

j'I (A*— •loAa'»— 8a6)^

A^ _

«;! ( p
— 1)5

Jo (?-— 20S — 8)-

Faisant ~ = J 2
^
et prenant arbitrairement la détermination de J

,

une fois pour toutes, puis remplaçant p par i -h —-, on est amené

à l'équation biquadratique

27 À* -f- 18 X* -!- J À — l = o.

Si i' elj' sont les invariants du premier membre de celte équa-
tion considéré comme forme binaire, après rétablissement de

l'homogénéité, on a

i'=o, y'= — Y^(J--i-64)
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la résolution est alors immédiate, et donne

). = i
[y/- 4 + v/J^4-64 + v/-4 + w v^J2+64 -t- y/— 4 + w^ v/JM^],

w étant une racine cubique imaginaire de l'unité, et les trois radi-

caux carrés ayant pour produit
— J.

Les formules canoniques donnent

a3(2A + a3) /•2_ûj(A-h2a3)^ + 3a2/<2— A-

(A-i-8a3)2
'

de plus, si 8 est le déterminant de la substitution qui permet de

passer des (^"*^) aux {x'\ on a

/= /o, h = o2 Ao, A: = o^' ^o, t = o^ i„, y = l^j^ ;

2— «2

on en tire

et, par suite,

3À2-1- 1 6X «oJ ,

.

, X(X2-4-i) / ioJ y

X2(3X2-+-2) ., X(3X2+J) toJ"^=
(9x24-1)^ ^=-(9x2+0^ t:-^"

"

3X2 ^ ^ X JAq
-^

(9X2+1)2 i, (9X2+1)2 yo

Les quantités aix\ sont les racines de l'équation

X»— / X2+ m X — A /i3 = o
;

si l'on trouve

on aura, pour déterminer JC/,

3/- D.*.(o)^(o)/,(iF«")

les ai sont arbitraires, et l'on a

. /= ai 37^+ «2 37^ + «3 37* -1-61/
^

3710^2^3;
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pour lever toute ambiguïté, on remarque d'ailleurs que l'on a, à

cause de l'expression de /i,

ax,x^x^=
^j^^-j-^ (x/„-^ >i„j.

Pour résoudre l'équation en X, on observera que son discrimi-

nant n'est autre chose que

— {aix\ — aiXlY^azxl— aix\)\aix\— aiX\Y
*7

c'est-à-dire

3 (A-i-8a5)«

ou bien

3
"
Vy'oî^/ (A^8a3)«

4 J X»

3 ilj\ (9>'-^0*

Par suite, il n'y aura pas de racine carrée à extraire pour ré-

soudre l'équation proposée ;
on aura seulement à extraire les

racines cubiques de deux formes du neu\nème degré qui seront

des cubes parfaits, et ceci se fera sans difficulté.

L'équation en X étant du quatrième degré, on voit bien qu'il y
a quatre façons distinctes de réduire la forme /" à la forme cano-

nique.

Les invariants y, s, '^ et p permettraient de calculer les ç, de la

même façon. ^

V. — Le faisceau (/, h).

309. Considérons toutes les séries cubiques d'équation

où y/7=: 4-:' Ce sont toutes les séries qui contiennent les éléments

inflexionnels de f : comme elles sont réduites à la forme cano-

nique en même temps que y, elles ont mêmes éléments inflexion-

nels et mêmes polaires harmoniques que/".

Calculons les invariants de la série Çk) du faisceau que nous

venons de définir, et d'abord son discriminant. C'est

^i*(64t'-t-y*)(27Xt-M8ÀfÀ|-HJX,À|-Xî)3.
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La forme binaire en )v,, Xo fl"i figure dans cette expression a été

déjà rencontrée : égalée à zéro, c'est l'équation canonisante. Nous
ferons

<V(X) = 27X1+18X2X1 + JXiXl — X*;

pour cette forme biquadratique, les invariants sont, avec les nota-

tions du n° 92 affectées de l'indice
^|>,

i>=0, /^=— -|
(64 +J2),

H,!,= 8iX|+^ XfX2-54XfX?--JXiXi-('3-f-^)x|,2
' ' -

2
'

\ 16/
-

j^=Z39 jx«_99,6XfX,--^ JXîX|--^J2XfX|

de plus, nous ferons

Nous aurons alors, en marquant les invariants relatifs à la série Çk)

par l'indice X,

YX=7^[(54ÀÎ-<8X,Xi-JXl)v/7Y + ^9>^!>2-i-X|)£].

Cette dernière formule permet en particulier de calculer s quand

iz= o, après remplacement de 'kt\/i par )/,
.

On peut multiplier ces calculs et envisager de même le fais-

ceau
[Ji-i \/Iy + [J.2 2; nous y ajouterons seulement les invariants

de Y et la caylejenne g de y, soit

27
-^

•j4

310. Les formules précédentes nous montrent que dans le
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faisceau [f, h) il y a quatre séries qui se décomposent en trois

éléments : ce sont celles qui sont formées par les quatre suites

triples d'éléments inflexionnels; et ces quatre séries ont un rap-

port équianharmonique, c'est-à-dire que les quatre axes inflexion-

nels, qui contiennent un même élément inflexionnel, ont un tel

rapport. Il y a aussi quatre séries équianharmoniques, c'est-à-dire

pour lesquelles l'invariant i est nul, et de même six séries harmo-

niques : leurs éléments tangents en un élément inflexionnel sont

faciles à définir. Chaque série du faisceau est la hessienne de trois

autres; par exemple,/' est la hessienne des trois séries définies par

en particulier de h si y = o.

De même, chaque série du faisceau ('\ s) est la cajlejenne de

trois séries du faisceau (/, h).

Si y ^ o, les séries h et y sont harmoniques comme y.

Si i= o, les formules précédentes deviennent illusoires, mais il

est facile de les transformer de façon qu'il n'en soit plus ainsi :

dans ce cas, la forme / peut se réduire à une somme de trois

cubes; h et y se décomposent.

311. Etant donné un rése^ de séries quadratiques, on peut le

regarder, en général, comme formé des polaires quadratiques des

éléments (y) par rapport à une certaine série cubique _/: car, pour
déterminer cette sériel, on a autant d'équations du premier degré

que d'inconnues. On peut facilement obtenir cette série / de la

façon suivante : on calcule d'abord la jacobienne et la cajleyenne
du réseau par les formules précises données antérieurement; ce

seront la hessienne h et la cajleyenne y de /; leurs invariants

donnent

''•~
iy 1296'

•''~ ^V 81 "^5832/* ^

Ces formules donnent /' ety surabondamment; enfin, on calculera

la cavleyenne g de y, ou la hessienne hh de A, et l'on^aura
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Ceci tombe en défaut quand la quantité i calculée directement

est nulle; en effet, dans ce cas, le réseau conjugué du réseau

donné admet un élément double, et les séries considérées ne

peuvent être regardées, en général, comme les polaires quadra-

tiques relatives à une série cubique /. Mais nous laisserons ici de

côté l'étude des divers cas particuliers.

Si l'on connaît la jacobienne ou la caylejenne seulement d'un

réseau, ily a trois réseaux correspondants, puisque la série connue

est hessienne ou cayleyenne pour trois séries.

Si l'on connaît la jacobienne et la cajleyenne, mais sans con-

naître le réseau, il faudra multiplier le premier membre de la

série caylejenne, par exemple, par un facteur
p inconnu, afin d'être

ramené au cas précédent. Le fait que les valeurs de f\, iy, Jf^J^

déterminent j et i^ permettra de calculer ce facteur, ou au moins

son carré; pour avoir son signe, on pourra se servir de l'identité

En particulier, on pourra ainsi chercher la série cubique dont

les premières polaires forment le réseau conjugué du réseau des

premières polaires de/, et l'on trouvera pour son équation

Sy Y
— 4i- = o-

VI. — Théorèmes généraux sur les séries cubiques.

312. Nous avons déjà dit qu'une série cubique était la jaco-

bienne de trois réseaux de séries quadratiques. Il y a donc trois

systèmes d'éléments correspondants sur la série donnée.

On peut les obtenir ainsi : par un élément A de/, on peut

mener à / quatre éléments tangents, dont les éléments de contact

sont A,, A2, A3, A/, ;
si l'on regarde A, et A2 comme correspon-

dants, il en sera de même de A3 et A4 ;
et l'on voit qu'il y a trois

façons de réaliser cette distribution. Alors A correspond lui-

même à l'élément commun à A, Ag et A3 A4, élément appartenant

à/, comme l'on sait. Si A est inflexionnel, A, , par exemple, coïn-

cide avec A. D'une façon générale les propriétés indiquées au

Chapitre précédent se transporteront immédiatement au cas pré-
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sent. Trois couples d'éléments correspondants déterminent le

réseau et par suite la jacobienne de ce réseau.

Si la série donnée a un élément double, elle est la jacobienne
d'un seul réseau : il n'j a plus qu'un seul mode de correspondance
évident sur la série.

313. Un théorème fondamental de la théorie des séries cubiques
est le suivant : toutes les séries cubiques qui ont hnit éléments

communs en ont un neuvième; car si y, ety2 sont deux séries

contenant les huit éléments donnés, toutes celles qui les con-

tiennent sont de la forme K,/, -h Ao/a-

En appliquant ce théorème à une suite de six éléments inscrite

à une série quadratique, on démontre immédiatement le théorème

de Pascal : il suffit de considérer les deux séries cubiques formées

par les éléments de seconde espèce de la suite pris de deux en

deux, et celle formée par la série quadratique donnée et la série

linéaire contenant deux des éléments déterminés par les éléments

de seconde espèce de la suite, pris de trois en trois.

Voici d'autres applications. Si {.x), {x'), {x") appartiennent à/
et à (i); si (j), (/), (y) appartiennent à / et à (r,); si (xy),

(x'y)^ {x"y), ont encore en commun (^), (5'), {z") avec /, ces

trois derniers éléments sont alignés sur un même élément (Q : il

suffit, pour le voir, d'envisager la série cubique/, celle formée

par (xy), (x'y), {x"y) et celle formée par (i), (yi) et {zz}.
Si (0), (6'), (9") sont les éléments (^j), (x'y), {x"y), l'équa-

tion dey peut s'écrire

X(||a;)(7)|:r)(^|ar)+fx(6|a7)(e'Ia:)(6'|ar) = o.

Ce théorème subsiste si (i) et (ri) sont confondus; alors (xj)
devient l'élément tangent en(^), et (z) est dit tangentiel de (x);
si donc {x), (x'), (x") sont alignés sur(ç), leurs éléments tangen-
tiels (5), (;;'), (;;") sont alignés sur (C), et (t) est dit tangentiel
de (i).

Si (x) et (x') sont inflexionnels, il faut que (x") le soit aussi;
c'est une proposition connue.

314. (jk) appartenant à /, cherchons son élément tangen-
tiel (x). Supposons que / soit la hessienne d'une série /', et
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que (z) corresponde alors à (y) sur/; (ce) apparlient à l'élément

tangent à y en (z), qui, comme on sait, est la polaire linéaire

de (y) par rapport à/'; mais/' apparlient au faisceau (/, h);
donc (.r) est commun aux polaires linéaires de (y) par rapport

à/ et h
; l'équation de (x) est le jacobien de /(y), h{y) et (^ \y)

égalé à zéro. Si (y) est quelconque, la même équation représente
l'élément tangentiel de (y) dans la série du faisceau (/ h) qui
contient (y).

Cherchons maintenant l'élément tangentiel d'un élément donné

(r, ).
Nous le trouverons en cherchant plus généralement le lieu

de l'élément commun aux polaires linéaires de [y) par rapport
à / et

/i, quand (y) appartient à
(yi). Cela revient à chercher

l'équation des éléments communs aux deux séries quadratiques
en (y)

«i-^ijî -^aiX^yl -\- a^x^yl = o,

'3.Xyy^yi+'ix<iy^yi-^-iXiyiy.i = o,

ce qui donne

{a^azXzX^r^l -\- . . .){x\r^\ -\- . . .
—

lia-o^sr^j^s
—

• -O+ C^i^i '^a^js-i- • ••)^
= o,

OU bien

iaiXxr,\T,l-+- . . .){aix\-^ a,_x\-+- a^xl)
-{- XiX2X3{xir^i{aia3r{\

—
la^air^l

— 2«i «2 rj|) -...] = o.

Donc l'équation de l'élément tangentiel de (/j) par rapport à /est

6«(aia7iTj-/;|-4-. . .) 4- a?iT(i(
— «2 «3 '''m

+ 'i^s^roi + ^«i «2''i 3 )+••• = o.

Si l'on forme, en appelant t le premier membre de celte équa-

tion, la fonction K'(<, y), on trouve, en remplaçant les (t)) par

les(i),

A H- 80» '

le produit ^(A+ 8a') est donc un invariant.
/

315. Considérons une série quadratique variable g ayant en

commun avec / quatre éléments A4, A2, A3, A,, fixes, et deux

autres B, et Bj variables; B, B2 a avec / un nouvel élément

commun C qui est fixe, comme on le voit en considérant la série

cubique / et celles qui sont formées par deux séries g et les élé-

ments B|, Bo correspondants.
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Si la série quadratique g louche /"en trois éléments A|, A 2 xVj,

les éléments tangentiels correspondants T,, To, T3 sont alignés,

comme on le voit en considérant la série cubique y, celle formée

par les A,T/, et celle formée par
«^ et T, T2.

Si donc on se donne Aj et A3, T, est déterminé, et A| est l'un

des quatre éléments de contact des éléments tangents à y conte-

nant T| ; toutefois l'un de ces éléments est aligné avec Ao et A3, et

ne donne pas de solution proprement dite : il j a donc trois sys-

tèmes de séries quadratiques triplement tangentes kf.
Ces trois systèmes sont, d'après le n° 304, les séries p(^'. i)

relatives aux trois séries cubiques dont^est la hessienne.

Si la série quadratique g a un contact du second ordre avecy
en A, et Ao, et si Ai Ao a encore en commun avec f l'élément B,

celui-ci est inflexionnel, comme on le voit en considérant la série

cubique/, celle composée de AiAo trois fois, et celle composée
de g et de l'élément tangent à y en B. Si donc on se donne iV|, il

lui correspond neuf positions différentes de Ao
;

il y a neuf sys-

tèmes de séries quadratiques doublement osculatrices -a/.

Si A) et Ao se confondent, la série ^a un contact du cinquième
ordre avec y: il y a vingt-sept telles séries, et les éléments de con-

tact A| sont les éléments communs kfei à ses neuf polaires har-

moniques.
Les résultats que nous venons d'obtenir subissent des modifi-

cations évidentes, si la sériey a un élément multiple.

316. Le théorème fondamental qui nous a guidés dans les

numéros précédents peut se généraliser. Nous savons en effet (160)

que, parmi les Zp éléments communs à la série cubique y et à

une série de degré/?, on peut en regarder un comme déterminé

par les autres, de sorte que toutes les séries de degré/? qui con-

tiennent 3/?
— I éléments fixes dey, en contiennent encore un

autre qui est fixe.

En appliquant convenablement ce théorème, on verra, par

exemple, que les six éléments tangentiels des éléments communs
à y et à une série quadratique appartiennent eux-mêmes à une

même série quadratique; que, par suite, si g est une conique tri-

plement tangente à / en A,, A2, A3 et si une série quadratique

quelconque contenant A,, Ao, A, a encore B,, Bo, B3, communs
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avec/, il existe une série quadratique triplement tangente à/
en B(, Bo, B3 ;

etc.

317. On peut rattacher l'étude de la série cubique à celle de la

forme bilinéaire à deux séries "de variables binaires.

Si

est la forme donnée, il suffît d'imaginer, par exemple, que les ().)

définissent les séries quadratiques d'un faisceau

Xi A -H lik =0,

h et k étant deux formes quadratiques ternaires; et que les (p.)

définissent les éléments de seconde espèce d'un faisceau

En cherchant le lieu des éléments communs aux séries (X) et (^),

quand on suppose ^ = 0, on trouve une série cubique, la plus

générale de son espèce. Ceci correspond à ce que nous avons dit au

commencement du n° 315.

Nous n'insisterons pas sur cette façon d'envisager une série

cubique.

318. On peut encore rattacher l'étude de la série cubique à celle

d'une forme doublement quadratique à deux séries de variables

linéaires, gC^, [j.)^o.
A cet effet, on considérera les deux faisceaux de séries linéaires

Xi(7)Ia7)-+-X2(Ua7) = 0, 1^1(0 1 a-)
-4- [i^iy-l^) = 0,

et l'on cherchera le lieu de l'élément commun aux séries (À) et
(pi),

sous la condition g = o, en supposant que l'élément défini par (r/Cj)

et (6x) se corresponde à lui-même dans les deux faisceaux en

vertu de ^ = o.

La série cubique ainsi obtenue contient {'r{C)
et (9x).

Inversement, prenons sur une série cubique / deux éléments

fixes et un élément variable; les éléments définis par les deux

éléments fixes et l'élément variable sont liés manifestement par

une relation doublement quadratique.

Supposons que les éléments fondamentaux Oo et O3 soient les
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deux éléments fixes, et que Q3 et Û2 soient les éléments tangents

correspondants, de sorte que

y= aix\-+- ^Of3x1x3 -+- 3 a32 a-| j'î -1- 3ai^x]x3-i- 3aiia:f x» -h6axiXiX$;

écrivons que 'k,Xi-^\oX3= o et
jj-i j^i 4- Uoj'or^ o ont en com-

mun un élément de/; il vient

o = ^ = 3(rt.32/f .tJii,Uî-f- aîsXiXjfxf ) -H 3(ai3X,Xî[ji| + a,jA|{i, {Xj)— 6rtXiÀ2»jii jjij
— ajXf ix|.

Le théorème relatif à la constance du rapport anharmonique
des quatre éléments tangents à / contenant un élément donné

dey, résulte alors immédiatement des propriétés de la forme dou-

blement quadratique.
Sans insister davantage, remarquons que l'on peut appliquer la

théorie des n°* 110, 111 et 112 à cette représentation. Si l'on

considère, comme au n° 112, la relation doublement quadratique

symétrique qui lie les deux valeurs de (À) correspondant à une

même valeur de (fx), l'invariant m„ du n" 110, relatif à cette

forme, égalé à zéro, exprime que l'on peut trouver une suite pro-

prement dite de 2/1 + 2 éléments, inscrite à /, et telle que les

éléments de seconde espèce de cette suite, pris de deux en deux,
contiennent les uns l'élément O2, les autres O3.

11 y a alors une infinité simple de telles suites.

Si /i = 1
,
la forme dont nous venons de parler doit être un carré

parfait, pour qu'il existe des suites de quatre éléments jouissant
de la propriété précédente. Donc il faut que l'invariant l'a de la

forme «^ soit nul; or, ici,

9

4

la condition 13= o revient donc, en supposant que O2 ou O3 n'est

pas multiple poury, à «, = o; les éléments tangents à / en O2 et

O3 ont en commun un nouvel élément de/: O2 et O3 sont cor-

respondants sur y, comme il était facile de le prévoir.

Si Oo et O3 sont inflexionnels, on vérifie sans peine que 0)2= o.

319. Envisageons une suite de 2/1 éléments, A, B, AoBo... A/jB„,

inscrite à/et telle que A, B,, A2B2. ... d'une part, B, A2, B2 A3, ...

d'autre part, contiennent deux éléments fixes de /, C, et C<,. 11
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est facile de voir que, de même, les éléments A, B;^, AaB^^,,

AaB/f^o, • .. contiennent un élément fixe Ca de /"
: en effet, la

série cubique /, celle formée par A, B;^, B, AaC,,, Aa^, ^k+t C,, et

celle formée par AaB/v+i, A, B)C), BaA/,^., C« ont en commun
huit éléments et, par suite, un neuvième élément qui est précisé-

ment Ca.

Si nous disons de deux éléments tels que C, et C« qu'ils sont

correspondants pour le nombre /i, on voit tout de suite que deux

quelconques des éléments d sont aussi correspondants pour le

nombre n ou l'un de ses diviseurs : s'il s'agit de C^ et de C/t par

exemple, il suffit, pour vérifier l'asserlion précédente, d'envisager

la suite A) BhA.h_^,_^.^ li^2h-k^2h-2k+i BsA-a • • •
, chaque indice étant

remplacé par son plus petit reste positif par rapporta n. On verra

aussi que les A/ ou les B/ jouent par rapport aux B/ et Ci ou A,

et d le même rôle que les Ci par rapport aux A/ et B/.

Si A, et B,, x\2 et B2 sont deux couples d'éléments corres-

pondants pour le nombre /z, et si AiAo, B^Ba ont encore A3

et B3 communs avec /, A3 et B3 forment aussi un couple d'élé-

ments correspondants pour le nombre n ou l'un de ses diviseurs.

Considérons, en effet, une suite C(D4C2D2C3D3 . . . correspon-
dant au premier couple, et une suite C, D, C.,D!,C3D'3 . . . cor-

respondant au second couple; soient C^' et D^ les troisièmes élé-

ments communs à y et à C/C, et D/D|, et envisageons la suite

C,[D,J CjDjCgD!', . . .
; d'après un théorème connu, les éléments

C',D'(, C!',D^, ... d'une part, D,|C'^, D'^C'3, ... contiendront

respectivement A3 et B3, ce qui démontre la proposition. En par-

ticulier, on peut supposer que A^ et B^ coïncident en un élément

quelconque de/.
On peut supposer encore que A, et A2 coïncident ainsi que B,

et Bj. Réciproquement, on démontrera alors d'une façon ana-

logue que si A( et B, sont correspondants pour le nombre n, et

sont les éléments tangenliels de A2 et B2, ceux-ci sont eux-mêmes

correspondants pour le nombre 2/1 ou l'un de ses diviseurs.

VII. — Les séries cubiques rationnelles.

320. Les propriétés générales des séries cubiques s'appliquent
'

encore avec des modifications évidentes, qu'il est inutile de dé-
|
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tailler, aux séries particulières douées d'un élément multiple, ou

séries rationnelles.

Nous allons insister sur les propriétés particulières à ces séries.

Si d'abord il s agit d'une série cubique avec élément double ordi-

naire, à éléments tangents distincts, on peut lui appliquer la

forme canonique générale, avec «, = o par exemple. Si donc

y= lux^ — a^x^ -{- SaxiXiXi,
on aura

h = — a-{aîXl -h «3^:1) +- 10^X1X9X3,

i = — loa'asasff — 24«5î,t,Î3^

i=—a'', j = — %a''.

La forme canonique est possible d'une seule façon.

Pour déterminer l'élément double, on remarquera la relation

3/7 — 4 / = — 64 aa^a^W ;

y est la hessienne d'une seule autre série cubique et, par suite, la

jacobienne d'un seul réseau, etc.

Supposons maintenant que y soit une série à élément cuspidal.
Une forme canonique immédiate est

/= rt,3-f H- 3rtjîa:|x3;

O3 est l'élément cuspidal, avec ûo comme élément tangent; O2 est

l'élément inflexionnel, avec Û3 comme élément tangent. On a ici

h = — aial.iXix\, -.'^«i^lsîi?!-

E = 2aia|j;|; i = o. j = o.

f n'est la hessienne d'aucune série et, par suite, la jacobienne
d'aucun réseau, etc.

321. D'après ce qui précède, Ç>^i^-\-j-=^o est la condition

pour que y ail un élément multiple; /=0 ety^ o sont les deux

conditions pour que cet élément multiple soit cuspidal.

Donnons encore les conditions invariantes qui expriment que la

série y se décompose d'une façon déterminée.

Si y se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire
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non tangentes, la forme canonique générale subsiste avec

a, ^ «3 = o,

par exemple. On a

f =: aix] -\-Qax1X2X3, h — — a^a\xl-+- -la^XxXiXz ;

i = ^ a'% / = — %a^.

L'invariant Sy'y
—

^iz^ ou plutôt 0, ou encore
/',

est nul iden-

tiquement.
Si / se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire

tangentes, on peut prendre

et l'on a

A= — rtoi'^îs^î? 7 = ~
^1 1 ^13?!)» J = o, y = o.

L'invariant s est nul identiquement.
Si f se décompose en trois éléments de seconde espèce non

alignés, on peut encore appliquer la forme canonique générale :

f =()axiX2X^, h^ia^x^x^x-i, Y = — 4 «'^çi bbi

L'invariant y/— 'i/\i/i^ ou plutôt le jacobien de/, h et (i|.«),

est nul identiquement.
Siy se décompose en trois éléments alignés, h est nul identi-

quement, comme on le vérifie sans peine; si deux de ces éléments

coïncident, est nul identiquement; s'ils coïncident tous trois, la

forme jo(jK, i)> définie antérieurement, est nulle identiquement.

322. Nous allons maintenant étudier la série cubique ration-

nelle définie par des formules de la forme

pa7/
= //(Xl, X2),

les fi étant des formes cubiques binaires par rapport aux (À);

cette étude revient à celle de la forme

g = lAC>^l. >^2)+b/2(À,, >^2) + b/3(î^l, >^2).

Nous emploierons tout de suite une forme canonique de cette

représentation, fournie par les formes canoniques du n** 320.
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Si /a un élément double ordinaire, on fera

pX:i= cÀiX|,

el alors, si l'on prend pour / le déterminant du neuvième ordre

analogue à celui du n° 22o, on aura

f = a^c^xl^ a^b^xl— a-b-c-XiXiX:^.

Si /a un élément cuspidal, on prendra

zxi = a\\ À*,

p J"2 = bf.\,

pa-3= cÀ|,

et, comme plus haut,

f= b^c^x\ — à^bc''-xiX3.

Dans tous les cas, il est facile de calculer les coordonnées d'un

élément tangent, ou celles de la série linéaire définie par deux élé-

ments de /, ou deux éléments tangents k f. Si / a un élément

cuspidal, on remarquera que la série tangentielle de y jouit des

mêmes propriétés que y" el, pour définir cette série, on aura les

formules analogues aux précédentes :

p;,
= fecX,X|,

9h=-\abl\.

On peut parler du rapport anharmonique de quatre éléments

de/, ou des quatre éléments tangents correspondants : c'est celui

des valeurs des (a) qui définissent ces éléments, ou encore des

séries linéaires alignées définies par ces quatre éléments et l'élé-

ment double, comme le montrent les formules.

Dans le cas où la série f a un élément cuspidal, c'est aussi le

rapport anharmonique des quatre éléments définis par l'élément

tangent stalionnaire et les quatre éléments tangents à y corres-

pondant aux éléments donnés.

On peut regarder l'élément double, quand il est ordinaire,

comme la réunion de deux éléments simples, correspondant, en

An. — I. 22
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employant les formules canoniques, à ).| = o et À2= o. Ces deux

éléments ont avec les éléments inflexionnels un rapport équi-

anharmonique.

323. La forme g admet pour invariant multiple le déterminant

1^1 à\fx \_ d2/i
I

G d\\ 6 d\^d\, 6 d\\

l à^ I d'f^ i_ d\f,
6 dl] 6 dliàli 6 dll

6 dl] 6 dliàl^ 6 dll

pour les formules canoniques

h = abc {If -h II);

le discriminant de celte forme h en
()>),

soit ici — a^ b'' c'\ est le

seul invariant multiple proprement dit de la forme g. Les inva-

riants de f s'expriment facilement en fonction de ce discrimi-

nant de 11.

Le hessien de l'invariant h définit les valeurs de ().) qui corres-

pondent à l'élément double de /; l'invariant cubique de h définit

les éléments de contact des éléments tangents à /"contenant les

éléments inflexionnels : ceci résulte immédiatement de ce qui

suivra.

Dans le cas d'un élément cuspidal, on a

h = — 3a6cXf Xo
;

le discriminant de li est nul.

324. Cherchons la condition pour que trois éléments (À),

(ij.), (v) de f soient alignés; (X), (pi), (v) étant racines d'une

équation telle que g = o, on voit tout de suite, en se servant des

formules canoniques, que l'on a

ou

suivant que l'élément double est ordinaire ou cuspidal.

D'une façon générale, la condition cherchée est hi^y^= o, si h\*

est l'invariant h défini plus haut.
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Si (a) et (v) coïncident, on a A),jiî=o. Les éléments
(;j.)

et

(a'), définis par cette équation du second degré en
(jjl),

sont alors

correspondants sur/, puisque les éléments tangents en (ii) et (v)

ont en commun l'élément (a); les éléments correspondants sur y
forment donc une involution définie par h\p,i=o; les éléments

doubles de cette involution sont ceux qui sont confondus en l'élé-

ment double de/.
On vérifiera sans peine avec les formules précédentes les pro-

positions plus générales énoncées au paragraphe précédent. Ainsi

deux éléments ().) et ([x) seront correspondants pour le nombre w,

si l'on a

cette formule simple est d'un usage fort commode et permet
d'énoncer de nouvelles propriétés.

Si / a un élément cuspidal, il n'v a plus d'éléments correspon-
dants pour le nombre n.

En général, 3p éléments ().), (;ji.), (v), ... appartiendront,

dans le cas oh f a un élément double ordinaire, à une même série

de degré p, si l'on a

Al JJLi Vj . . .-T- (
—

l)P~^/.i [J-î''i
. . . = O.

Trois éléments (â), ({i), (v) seront les éléments de contact d'une

série quadratique triplement tangente à f, si l'on a

ou, ôtant la solution qui correspond à une série linéaire double.

Si y a un élément cuspidal, 3p de ses éléments appartiendront
à une même série de degré/?, si l'on a

S).» ijii V] . . . = o;

on voit qu'il n'existe pas de série quadratique proprement dite

triplement tangente à /.

On peut encore chercher à construire des suites à la fois inscrites

et circonscrites à/", ce qui est possible quand y n'a pas d'élément

cuspidal; et ainsi de suite.

32o. On peut encore rattacher l'étude de la série cubique
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rationnelle à celle de la forme linéoquadratique à deux séries de

variables binaires; et cela de deux façons différentes.

Si ^()-, [J-)
est la forme donnée, et si l'on cherche le lieu de

l'élément commun aux deux séries linéaires

sous la condition g-=o, on obtient une série cubique/*, admet-

tant ('fX) comme élément double, et contenant (9x), si g est du

second degré par rapport aux
().). On voit que les couples d'élé-

ments dey qui appartiennent aux différents éléments ([x) forment

une involution, dont les éléments doubles sont les éléments de

contact des éléments tangents à /"contenant (Ox). L'élément (rX)

sera cuspidal pour /", si la série linéaire définie par (rX) et (9x)

correspond à l'un des éléments doubles de l'involution signalée

ci-dessus.

Nous pouvons maintenant regarder (X) et
([x) comme définis-

sant deux éléments d'une série quadratique F, et chercher le lieu

de l'élément commun aux éléments tangents à F correspondants,

sous la condition o- = o. On obtient une série cubique y, trois

fois tangente à F, et rationnelle. Les éléments de contact de /et F

sont déterminés pour gC^, }.)
= o; l'élément double se trouvera

en résolvant les équations gQ^, {t-)
= o, ^([x, X) == o, et suppri-

mant les solutions précédentes; les éléments tangents communs

à F et /, autres que ceux déjà connus, sont déterminés par les

équations

Les éléments communs à / et à un élément (^) tangent à F se

partagent en deux groupes; ceux qui sont accouplés déterminent

une involution, dont les éléments doubles sont les éléments de

contact des éléments tangents communs à /et F.

Si l'élément double appartient à F, il devient cuspidal. On

veri-a encore sans peine que, réciproquement, toute involution

sur/ correspond à une des deux représentations que nous venons

de signaler. La série linéaire définie par un couple de l'involution

contient un élément fixe de /, ou touche une série quadratique

fixe triplement tangente kf.

On engendrera encore une série cubique rationnelle en établis-



CHAPITRE XH. — LA SÉRIE CUBIQUE. 34 I

sant une relation homographiqiie entre les éléments (^) d'un fais-

ceau et les éléments tangents d'une série quadratique, considérée

comme rationnelle; celte série quadratique sera triplement tan-

gente à la série cubique. Enfin, les développements du n" 230

enseignent un nouveau mojen d'engendrer une série cubique qu'il

suffit de signaler.
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L\ FOUMK ÏRILIiNÉAlRl!)

3i6. Considérons une forme /" linéaire à la fois par rapport à

des variables (^c), (y)-, (z) : ces variables définissent elles-mêmes

des éléments qui remplissent trois espaces X, Y, Z; ces éléments

peuvent être supposés de l'une ou de l'autre espèce; ces espaces

peuvent être supposés distincts ou coïncidants, en tout ou en

partie.

L'élude générale d'une telle forme comprend, en particulier,

celle d'un réseau d'homographies ou de réciprocités entre des

espaces coïncidants ou non, celle d'un réseau de séries quadra-

tiques et celle d'une série cubique. Nous allons donner quelques

indications sur cette étude, qui, développée complètement, pren-
drait une trop grande extension.

Nous supposerons d'abord que les espaces X, Y, Z sont dis-

tincts : dans ce cas, les (x), (jk), (^) peuvent être supposés
de première espèce, sans diminuer la généralité, et les (^), (v^),

((!^) désigneront les éléments de seconde espèce des mêmes

espaces X, Y, Z.

La forme /= ^aij/,XiyjZ/ç dépend de vingt-sept coefficients, et

par suite possédera trois invariants multiples proprement dits dis-

tincts, au moins : un calcul simple montre qu'il n'y en a pas

davantage. Ceci admis, nous prendrons immédiatement y sous la

forme canonique suivante, possible en général, puisqu'elle nous

fournira trois invariants proprement dits distincts :

/ = ai xiyx s, -4- «2^-272 -2+ (tz^sfi -3

-t- CiXiyzZi-^ CiX^yiZs-h c^x^y^Zi.

Nous désignerons respectivement par /, m, n les trois lignes du
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second membre de cette formule, et nous ferons de même

X = a, «3 ;, r, 1 ri
— a, «, ;.2 '",2 ^2

— «
i '-^ili ''.3 ~.3,

fj. = 6263;! V^^; ".
—

i'>Jjlll''',zXl-^ bibilif^iZi,

v= cjcaçi/.s;.,— cjrii.r.irs— ci c^ ; j'/-,., ::t.

Nous ferons aussi

343

a = ai (72 <7, 3 = bih,hr,.

q = j^Y
— -/a -T- a3,

T = C1C2C3,

327. La forme f fait correspondre à un élément (x) de X, par

exemple, une réciprocité entre les espaces Y et Z, d'éqiiationy= o ;

à l'ensemble des éléments de X correspond ainsi un réseau de

réciprocités entre Y et Z. Cberchons le lieu des éléments (.r),

tels que la réciprocité correspondante soit singulière : on a pour
définir ces éléments et, en même temps, les éléments singuliers

correspondants (jk) et (:;) dans Y et Z, les deux systèmes d'équa-

tions

^2 3^2^^1-4- b^x^y^

Cl
i JTi ^i

—t- O3 ^3 -Sj -|— Cf CCn 53 — O,

03X3-1+ aja-j^2-T- b^x^Zz = o,

b^x^z-x-^ Ci^i jj-!- «3^333 = o-

b-iJ'-iY^ = o,

«3^373= o,

Le lieu des [x) est donc la série cubique

I «i^Ti C3J73 b^Xi

^1=1 63X3 a^Xi CiXi = — a^biGix]— a^b^c^xX — a^b^c^xl^ sx^x^x^;

I
c^Xi biXi a^xz

celui des {y) est de même

= — « 1 b^Ciyl— Ui 61 C3JKI
— «3 62 c,^| -+- sy.yiXi ;

«Ij-l
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gi et ^'3 sont les lieux des éléments singuliers de celte réciprocité

dans X et Z; ....

A un élément (ç) de X, considéré comme lieu d'éléments (.r),

correspond un faisceau de réciprocités entre Y et Z; les éléments

singuliers de ce faisceau correspondent aux éléments communs
à gi et (^); deux d'entre eux sont confondus si Çt) touche y";

ils

sont confondus tous trois si (i) est élément langent stalionnaire

pour/.
Si l'on considère le réseau de réciprocités entre Y et Z défini

par/, on peut dire que ^2 et g^ sont les lieux des éléments sin-

guliers des réciprocités singulières de ce réseau; on peut dire

aussi que g^, par exemple, est le lieu des éléments [y) tels que les

éléments (^) correspondants dans Z en vertu de toutes les réci-

procités du réseau aient en commun un même élément (^) dont le

lieu est g^] la relation entre (y) et [z) est d'ailleurs fournie par

les équations
«l7l-3l+ ^ij2^3-l- Ciy^Zi^ o,

C2JK1 23+ «272^2+ *^2j3-l = O,

6371-2-1- Car, ^1 + «373 -3=0.

Les séries g.^ et g^ sont ainsi définies indépendamment do l'es-

pace X. Comme d'ailleurs ce sont des séries cubiques générales,

on a, de cette façon, une génération intéressante de la série

cubique.

328. Les séries cubiques g\, g^^ g^ sont réduites en même

temps à la forme canonique. Leurs invariants proprement dits

sont les mêmes et ont pour valeurs, avec les notations du Chapitre

précédent,

l = (5'-+- 2I(>P))
1296

•^'
= "

ôèi ^''~ 540/.53- 58:i2/>2).

Ce sont deux invariants proprement dits pour/, respectivement
du douzième et du dix-huitième degré par rapport aux coefficients.

Les autres invariants des séries gf ^ g-i^ gs sont faciles à calculer.

329. Si l'on considère la réciprocité entre Y et Z qui corres-
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pond à (x), elle admet comme invariant la forme en (tj) et {^)

-HX,a:3(aîrt3T,i^I-f-6î63T,,^5-r- CjCs T^3^s)

— x|(6iCjT,j^,H- c»aîT,3^i-i- ai6îT,i^3)

— x|(63C3T,3^3^C3a3T,,rî-H «S^sT.îÇi)

dont la formation est évidente.

On obtient de même, en remplaçant X par Y ou Z, deux autres

formes analogues ^2 et 33, dont nous n'écrivons que les premiers

termes
Oi=—j|(63CîCi;i-Ha,63:ît3-^a,Cîr3;î)

-+- JiJ3 ( «î «3 ^i '1 -î- '^i ^î ^î ^3 -+ 61 6i ^3 ;, )
—

. . . ;

Ç3= — -r(*iC3t,Tj,-5-a,C3?,r,3.-4-a,6îfjT,j)

-i- ^i 53(aî aj 5 , T, ,
— 6, 63 ;i T,3 -^ Cl Cî ;3 T, j ) -{-

L'opération symbolique

(dzii

&3:i d-^i doi do* ào3^. / ào* do^ do* doj do* do^X

dy[ ^ dj'i àT,i d^-3 <^,j/\<^^i àzi
'

dlli dzi, dZ,^ ds^J

conduit à l'invariant

•^,
= 6;f (6i63CsC3j'i*i-^CiC3aja3j2-3-t- a*a3b*bi_y3Zi)

-h 6i(?
— 2Y— 23t)rî-3^-Cl(Y

— aa — 23)V3 3î]

et l'on a de même deu\ invariants analogues 'l, et 63, qu'il est

inutile d'écrire.

Si maintenant nous effectuons l'opération symbolique

ii\dx, du '") \dr,i dj; "^--vw;! <f-i "/'

nous trouvons l'invariant proprement dit

k = s-— iiq,

du sixième degré par rapport aux coefficients.

k, i et y sont les invariants fondamentaux de f.

330. Calculons maintenant, en considérant 'l^ comme ne dépen-
dant que des (ç), la fonction K-(or,, -i,); on obtient un invariant
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semblable à/, soit/'
—

^ /»/, en faisant

Opérons de même en remplaçant ^, par son hessien h,; on a

en faisant

On peut donc regarder comme invariant relatif à/, le réseau

tout entier des formes/, /',/", correspondant à

F = À,/-i-X.,/'+X3/'.

Considérons la cajlejenne ^i de o-, ,
et la forme <ï>,, jouant par

rapport à F le même rôle que cp, par rapport à / : formons la

fonction K2(y, , $,), en considérant <[», comme ne dépendant que
des (x), et prenons-y les coefficients de À^, ).) )^o et )m^>3; nous

obtenons trois invariants semblables de la forme
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suite, son étude, qui mènerait aux résultats précédents, deman-

derait de nouveaux calculs en général.

On a un nouveau réseau invariant d'espèce opposée à F, corres-

pondant à

<& :=
;jii cp

-t- ;jiî 9'-*- fJ^î'?'-

Si l'on fait la somme des produits obtenus en multipliant chaque
coefficient de F par le coefficient correspondant de <I>, on obtient

un invariant proprement dit, dont la valeur est, au facteur 3 près,

À, tx, A -f- )., ixi{— 12960 -r- X, ,U3(— 1080 tX — 9727) -h Xij-ti ( - X:*— 432t
)

-i- À» jjtî(
— 1080 ik — 97V ) "^ ^'2 î^3(

— 8^4 i^-— i458yA- -+- 1399684-)

H- X3 Kl (— 86 i lA-— 1 944y ) -1- X, [Xj (— 9727A -+- 1 399680 1* )

-4- X3 ;x3(— 6i8y/:« -+- 1 166400 1* A" — 1469664 7 ).

Si Ton se donne une forme F par exemple, on voit qu'il existe

un faisceau de formes $ telles que, pour chacune de ces formes et

la forme F, l'invariant précédent soit nul; ces formes 4» peuvent
être dites conjuguées de F.

Les réciprocités définies par ces formes $ entre les espaces \

et Z, quand (i) est considéré comme donné quelconque, forment

un système cinq fois infini; chacune d'elles est conjuguée des

réciprocités entre les mêmes espaces définies par la forme F,
c'est-à-dire que si l'on pose

F = Z aijyi Zj, * = il z.j r„ Zj,

l'invariant HciijXij est nul. Les réciprocités ^ ainsi définies sont

d'ailleurs les seules qui soient conjuguées de la réciprocité F.

Les séries cubiques qui résultent des formes F et <I> comme g^^

gïi gn résultent de /, appartiennent toutes aux faisceaux déter-

minés par ces dernières et leurs hessiennes,

331, Supposons les espaces Y et Z coïncidants, et les éléments

{y) et (5) de même espèce. Les invariants précédemment définis

gardent leur sens; mais il faut en ajouter d'autres, que nous ne

calculerons pas, et qui seront les invariants simultanés des séries

cubiques g^ et g^, qui ne peuvent plus être supposées réduites

simultanément à la forme canonique.
Il y aura lieu aussi de considérer le réseau de séries quadratiques

obtenu en faisant dans / les {y) égaux aux (;); le lieu de Télé-
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ment (j'^), quand (y) et (5) se correspondent sur
g-2

et ^3; ....

Si Jes éléments (y) et (z) sont d'espèce opposée, nous rempla-
cerons les (z) par les ("Ç),

et inversement. La forme /" définit alors

un réseau d'homographies dans les espaces coïncidants Y et Z-, la

série go est le lieu des (y) tels que leurs correspondants dans

toutes ces homographies soient alignés sur un élément (^), dont le

lieu est la série ^3. En particulier, Tune des homographies du

réseau peut être la correspondance identique définie par (jKJ^);

on est alors ramené au cas d'un faisceau d'homographies ordi-

naires.

332. Revenons au premier cas, les éléments (y) et (z) étant de

même nature, et supposons la forme f sj^métrique par rapport

aux (jk) et aux (z). La forme canonique employée précédemment
subsiste alors, avec les hypothèses 6, = c,, ^2= Co, 63= C3.

On est ramené à une nouvelle étude d'un réseau de séries qua-

dratiques, dont la jacobienne est la série g2 ou ^3.

Les invariants k, i et y ne sont plus distincts. En gardant

A- = a2_2oa,3
—

8^2,

et faisant •

on a

A-2-I-48Î1

On remarquera que

A-2+64ii= a(a + 8P)%

^' + «''=- 7^ ('"-^ ""'•

La forme /" n'est pas distincte des formes /et/', et à celle-ci

nous substituerons

/'i=/->t/=(^-P)[6?^-(« + ï?)('»^-'0]-

On a aussi

cp
= (a

—
io[i)X

— (5a + 4P)([i.-f-v),

et laissant de côté co", nous ferons

cp;= Îj:^ =(a-p)n6?/+(a-4P)(Fi + v)].
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Nous remarquerons la combinaison

Au réseau de réciprocités involutives défini par >^i/-i-^^2/\i

correspond un réseau conjugué de réciprocités involutives aussi,

de la forme
;j.| '^

+ [AoS, ,
avec la condition

/-i iii A- -t- 8X, a» t'i -i- 16/.2 |Xi il
— 2/2 ;JL2 l'i k = o.

En particulier, au réseau / correspond le réseau z>\.

La même équation convient pour définir le réseau conjugué du

réseau de séries quadratiques obtenu en faisant les (y) égaux

aux r .

hes acnés g, et ^o sont chacune la hessienne de trois autres

séries cubiques; ici ces séries se séparent en deux groupes, dont

l'un est composé des séries g\ et
g'.,,

4
'

4

-+ azbîCiyl -h 63 ViViV^],

ht et ho étant les hessiennes de g, et g2'

La cayleyenne de g\ est «ly, ,
avec

celle de
g'.^

est
i'i\'..,

avec

-•; = aia^bif^f-r- asaibîT^l-^ «i«î63Ti|-i- (a — 4 3)T,iT,5r.3;

celte dernière série est la cayleyenne du réseau de séries quadra-

dratiques défini par f, quand les (z) sont égaux aux (y)', ces

formes
v'^

et -'1 correspondent d'ailleurs à o^ comme gt et ^2 à y,,

à des facteurs près.

La condition pour que le réseau F de séries quadratiques défini

par/, ail un élément singulier est k'--{- 64/1 = o; celle pour que
le réseau conjugué $ ait un élément singulier, ou encore que le

réseau F lui-même contienne un élément double, est if = o; on

obtient ces résultats en faisant un calcul déjà indiqué.

333. Examinons les différentes particularités qui se présentent
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et les différentes formes canoniques que l'on peut attribuer à la

forme /, lorsque cette forme correspond aux différentes espèces

possibles de réseaux quadratiques proprement dits.

a. Cas général.
— Tout ce qui précède s'applique entièrement.

h. Le réseau $ contient un élément simplement singulier.

La forme canonique générale s'applique avec ^i = o par exemple,

et, par suite, [i
^ o.

On a

k = a-. l'i
^ o;

g2 se compose de j'<
= o et d'une série quadratique ; ^^ est a:",

= o

trois fois; y!,
a un élément double; gt a un élément double et g\

se compose de trois éléments alignés.

c. Le réseau <I> contient deux éléments simplement singuliers.

La forme canonique subsiste avec h.2= ^3= o, par exemple.

g2 se compose de trois éléments non alignés; g'.^ disparaît; y.',
se

compose d'une série quadratique et de t, (
= o] gi est formée d'une

série quadratique et de ^).= o, et g\ se compose d'un élément

triple .

cl. Le réseau $ contient trois éléments simplement singuliers.

La forme canonique subsiste avec bi=^ b^=^b^= o.

g-i se compose de trois éléments non alignés, ainsi que y!,
et gi\

g\ et
g'., disparaissent.

e. Le réseau F contient un élément simplement singulier.

La forme canonique subsiste avec «, = o.

On a

Les séries g-^i g'^i gii g\ ont chacune un élément double; y^ se

compose d'une série quadratique et de rj, = o.

f. Le réseau F contient deux éléments simplement singuliers.

La forme canonique subsiste avec «o = <^3= o.

Les séries g-^^ g'.,-, gt, g\ se décomposent chacune en une série

quadratique et une série linéaire; yj se décompose en trois séries

linéaires.

g. Le réseau F contient trois éléments simplement singuliers.

On a de plus qu'au cas précédent «) = o.

Les séries ^2» ^'^^ gi-> g\ se décomposent chacune en trois

séries linéaires; il en est de même de
y!,.
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h. Les réseaux F et <I> admettent chacun un élément simple-
ment singulier.

On peut alors employer la forme canonique suivante poury :

Il vient

gi = aibiyiic^yiyi—biyX),

g'i
= a]b\b:icly\,

Y2 = «l^ï'i3(2C3Tj— è3T,3T,,),

gi=—(biClxl-^a^blx\Xi),

g\
—

"ialblbiClxlxz,

k = o, il = o.

^2 et
y',

se décomposent en une série quadratique et une série

linéaire; gt a un élément cuspidal; etc.

/. Le réseau F admet un élément doublement singulier et le

réseau $ deux éléments simplement singuliers.

On peut employer la forme canonique

bi^iiyzZi-^yi^i)-^ c,Xi(yiZi-hyiZi)-^ UiXiyiZî-h «3^3^3-23;

on a alors

gi = rtia3jî^3(c,j>-2-f- biys),

S'i
= o>

Y2= — «2«3T,f(*i^r2^- Cir.s),

^1 = — a-f (ajèfa-j-!- a^cXx^),

g\ = o.

A- = o, l'i
= o.

y. Le réseau F admet deux éléments simplement singuliers, et

le réseau $ un élément doublement singulier.

On peut prendre pour^

«lariJ'iSi-f- 6,^2(72^3-^73 s,) -h 63 .Tj(j32i-+-^iG3) + Cj:r3(_y,iîj-f-^2Zi);

alors

^, = a, 6jjî ( 6373
—

C37î ),

;',
= 2«l 62 Tr,2';3( 637:2— C3T,,),

g. = àiX^i-ibiOixl
— ai btXiXi),

g\ = — 2a|6|6jC3ar|,

A- = o, il = o.
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k. Le réseau F admet un élément doublement singulier; le

réseau $ admet un élément simplement singulier et un élément

doublement singulier.

La l'orme canonique du cas (h) convient avec C3= o, ou bien

celle du cas (i) avec ^, := o ou C| ^ o.

Les particularités sont faciles à énoncer.

/. Le réseau F admet un élément simplement singulier et un

élément doublement singulier; le réseau <ï> admet un élément

doublement singulier.

La forme canonique du cas (h) convient avec 63=0, ou bien

celle du cas (y) avec 63= o ou €3=0.
m. Les réseaux F et <ï> admettent chacun un élément triplement

singulier.

La forme canonique générale convient à nouveau avec les hypo-
thèses a, = ^2= O1 par exemple.
On a

les autres invariants sont nuls.

n. Le réseau <^ admet un élément quadruplement singulier.

On peut conserver les formules du cas précédent, avec «3= o.

o. Le réseau F admet un élément quadruplement singulier.

On peut conserver les formules du cas (/«), avec 63= o.

334. Si les espaces X, Y, Z coïncident, on aura encore de

nouveaux invariants, obtenus en considérant les trois séries

cubiques ^i, gi, gz non réduites en même temps à la forme

canonique en général. Si les éléments (^), (j^), (5) sont de

même nature, il y aura lieu d'envisager la série eu bique /"o obtenue

en faisant, dans/, les {y) et les {z) égaux aux {x).

En particulier, on peut supposer la forme / symétrique par

rapport aux [x), {y) et
(-s).

La forme canonique générale est alors applicable, sauf excep-

tion, avec 6, = 62= ^3 = C| = C2= C3; si b est la valeur com-

mune de ces quantités

/o= aix\-\- azx\-^ «3^3 -\-(JbxiXiX3-,
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les invariants i el j àe fa sont, avec les notations du n" 332, y%
et k; gi et g-^

sont la hessienne dey© qui coïncide à un facteur

près avec g\ et
g'.,.

Les formesy, , '^',
et

'^ jouent le même rôle, à des facteurs près,

par rapport à la hessienne, la cayleyenne et l'invariant s de la

série y"o, que la forme y" par rapport à cette même série.

Sans insister davantage, on voit que l'on retrouve toute la

théorie des séries cubiques, le réseau F, défini par y, étant celui

des polaires quadratiques des divers éléments (j;) par rapport à yo-

Les différents cas particuliers possibles sont en évidence. Il j a

deux autres formes exceptionnelles qui correspondent à

/o— ax\— Zbxlxz,
et

fQ = 'iax\Xi-^^bx\Ti\

dans le premier cas, f^ admet un élément cuspidal ; dans le second,

/"o se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire tan-

gente.

On voit que les réseaux de séries quadratiques proprement dits

qui peuvent être considérés comme le réseau des polaires quadra-

tiques des divers éléments (a:) par rapport aune série cubique sont

ceux qui correspondent aux cas (rt), [d), (e), (/), (g), (A), (m).

Réciproquement, si l'on se donne uniquement le réseau dans

l'un de ces cas, on pourra trouver au moins une série cubique telle

que ce réseau coïncide avec celui de ses polaires quadratiques; il

n'y aura qu'une seule solution dans les cas (a), (e), (y*), (g)', il v

en aura une double infinité dans les cas {d), (Ar), (m), comme on

le constatera facilement.

333. Revenons au cas où les espaces Y et Z seuls coïncident,

la formey étant symétrique par rapport aux (y) et (z) et définis-

sant, comme précédemment, un réseau F de séries quadratiques,

proprement dit. Si /o est ce que devient/" quand on y fait les (s)

égaux aux {y), on peut considérer cette forme comme définissant

une correspondance quadratique entre les espaces X et Y : à l'élé-

ment (x) de X correspond dans Y une série du réseau F, d'équa-
tion y"o= '^•

Cette série quadratique se décompose si (x) appartient à ^,, et

le lieu de son élément double est la jacobienne g2 du réseau F,
An. - I. 23



354 LIVRE M. — L.\ GÉOMÉTRIE TERNAIRE.

tandis que le lieu des éléments de seconde espèce dans lesquels

elle se décompose est la cajlejenne y.,
du même réseau.

A une série linéaire (^) deX correspondra un faisceau de séries

quadratiques appartenant au réseau F ou, si Ton veut, l'ensemble

des quatre éléments communs aux séries de ce faisceau. Les séries

décomposables de ce faisceau correspondront aux éléments com-

muns à (^) et à gi : le faisceau sera donc composé de séries tan-

gentes ou même osculatrices, si (^) touche gi ou bien est élément

tangent stationnaire pour g,. Les propositions du n° 289 s'ap-

pliquent sans difficulté.

Si F est la série qui correspond à (^), aux six éléments tangents

à gf contenant (.r), correspondent six faisceaux de séries tan-

gentes dont les éléments singuliers doubles sont communs à F
et g2, et dont les éléments singuliers simples sont communs à F et

à la série tangentielle de
y',.

A une série d'éléments (x) t;orrespondra l'enveloppe des séries

quadratiques correspondant à ces divers éléments, et cette enve-

loppe sera aussi le lieu des éléments associés qui correspondent
aux divers éléments (^) tangents à la série considérée. Par exemple,
à une série quadratique correspondra une série quartique de Y,

d'équation facile à former.

A un élément (jk) correspond un élément (^) défini paryo='^>5
le même correspond aux trois autres éléments associés à (y). A
un élément (rj) correspond une série quadratique de seconde

espèce de X, lieu des éléments (|) qui correspondent aux difi"é-

rents éléments de (ri).

A une série d'éléments
( )) correspond le lieu des éléments (^)

correspondant aux divers éléments de celte série, et ce lieu est

aussi l'enveloppe des séries quadratiques qui correspondent aux

différents éléments (i\) tangents à la série considérée. Par exemple,

à une série quadratique en (y) correspondra une série quartique

en (i) rationnelle.

Quand les séries quadratiques du réseau F ont trois éléments

communs, on retrouve la correspondance quadratique birationnelle.

Nous n'insisterons pas sur l'étude que nous venons d'esquisser :

nous en trouverons d'ailleurs un cas particulier dans le Chapitre

suivant.



CHAPITRE XIV.

LA SÉRIE QUARTIQUE.

I. — Les invariants de la série quartique.

336. Nous donnerons quelques indications seulement sur la

théorie des invariants des séries quarliques.

Soit y la forme qui définit une telle série, renfermant quinze
coefficients. Les principaux invariants que l'on peut former sont

les suivants : si dans y on fait Xi^=\tyi —'/., Zi, on obtient une

forme biquadratique en ().), dont les invariants i etj s'expriment
à l'aide des quantités ^/ ou (j'-)/; ils sont respectivement des

degrés 4 et 6 par rapport aux (ç), a et 3 par rapport aux coeffi-

cients (a) de y : leur signification géométrique est évidente. La

forme équivalente/" est /^ — 2-j^; les séries / et y contiennent

les 24 éléments tangents slationnaires de f, et ne contiennent

aucnn autre élément tangent de/.
Un autre invariant évident est le hessien h de /, des degrés 6

et 3 par rapport aux (x) et aux (a).

Deux invariants proprement dits, des degrés 3 et 6 par rapport
aux (a), sontK^(/', i), K^(h,j); une fonction de ces invariants

est le déterminant des coefficients des variables dans les six déri-

vées partielles du second ordre de f.

Ce déterminant est nul, s'il existe une relation linéaire entre

ces dérivées partielles; or, c'est ce qui arrive évidemment si f est

sous la forme d'une somme de cinq quatrièmes puissances de

fonctions linéaires. On ne peut donc, en général, mettre y sous

cette forme, bien qu'elle contienne aussi quinze coefficients.

On voit, de même, que les mineurs du premier ordre ou du

second ordre de ce déterminant sont tous nuls, si y peut se réduire

à une somme de quatre ou trois quatrièmes puissances.

On obtient deux invariants quadratiques en (x) et (ç), des
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degrés 5 el 4 par rapport aux («), par les opérations K''(/i, f),

K''(/, y)^ si on les désigne par / et /?z, l^-{l, m) et K''(/, m-)
donnent deux invariants du degré 9 par rapport aux (a); et ainsi

de suite.

On remarquera encore l'invariant analogue à f, obtenu en cal-

culant l'invariant i de la série cubique qui est la première polaire

de (^) ;
on peut alors, par la considération du faisceau formé par/"

et cet invariant, engendrer de nouveaux invariants.

II. — La série quartique comme enveloppe de séries quadratiques.

337. Nous allons maintenant envisager la série quartique comme

correspondant à une série quadratique, dans le mode de corres-

pondance défini à la fin du Chapitre précédent.

Soit un réseau F de séries quadratiques, d'équations

.r 1/1 +72/2-;- 73/3 = 0,

les y*/
étant des formes quadratiques quelconques en (x); nous

supposons d'ailleurs ce réseau proprement dit, c'est-à-dire que les

formesy, sont linéairement distinctes. Nous appelleronsy et y les

séries jacobienne et caylejenne de ce réseau; nous appellerons
aussi k la série cubique, lieu des éléments (y) dans l'espace auxi-

liaire Y, tels que la série F correspondante se décompose; enfin /

sera la série cubique de l'espace Y dont k est la hessienne, et qui

se distingue des deux autres, inséparables, jouissant de la même

propriété. Rien n'empêche d'ailleurs de supposer les espaces X
et Y coïncidants et rapportés aux mêmes coordonnées; et si le

réseau F peut être regardé comme le réseau des polaires quadra-

tiques d'une série cubique g, on pourra supposer que la série F

qui correspond à (y) est précisément la polaire quadratique
de (jk) par rapport à (g) : alors les séries j et k coïncident, et g
remplace /. On peut ainsi énoncer, d'une façon plus caractéris-

tique, les propositions que nous allons rencontrer, et les rattacher

à la théorie d'une série cubique simplement. Mais nous ne ferons

pas cette transposition facile, laissant aux théorèmes toute leur

généralité.

338. Nous savons qu'à un élément (y) correspond une série
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quadratique F; si (y) appartient à k, celte série F se décompose
en deux éléments dont le lieu est y, l'élément singulier de F

appartenant alors à y.

A un élément (r,) de Y correspond un groupe de quatre élé-

ments (x) associés déterminant un faisceau de séries F; les séries

singulières de ce faisceau, déterminées par ces quatre éléments

d'une façon évidente, correspondent aux éléments communs à (ç)

et k. Ce faisceau est composé de séries tangentes si (Ç) touche k.

En un mot, toutes les propriétés des réseaux s'appliquent sans

qu'il soit nécessaire de les répéter.

Considérons maintenant une série quadratique q d'équation

de l'espace Y. Les séries F qui correspondent aux différents élé-

ments (y) de q ont une enveloppe dont l'équation est évidemment

/= ^11/1-^-222/1-+- 233/^
— 2x23/2/3-^2231/3/1-^ ^^12/1/2=0,

les
oLij

étant les coefficients de la forme tangentielle y de q. La

série / est une série quarlique, que nous allons étudier comme

engendrée de cette façon. 11 est clair, d'ailleurs, que cette forme

convient à toute série quarlique, les coefficients aij et le réseau F
étant convenablement choisis.

Si la série q est décomposable, la série / est la série quadratique

qui correspond à l'élément singulier de q, comptée deux fois.

La série / est aussi le lieu des éléments associés qui corres-

pondent aux différents éléments tangents à la série q : des éléments

associés forment d'ailleurs un groupe d'éléments de contact avec/"

pour une série F quadruplement tangente à/.
On voit par là que si l'on établit entre les éléments (x) la cor-

respondance qui fait correspondre à un tel élément l'un de ses

associés en vertu du réseau F, la série / se transformera elle-

même, les séries quadratiques du réseau F qui lui sont quadru-

plement tangentes ne changeant pas.

Si l'on prend q sous la forme simple

on aura

/=4(/2/3-/ïJ.
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On peut d'ailleurs, Jans ce cas, poseï'

ety est l'enveloppe des séries

).f /2 -]- aX, X2/1 + >^1 /s = o
;

on voit donc que Ton peut encore faire correspondre l'étude de

la série / à celle de la forme doublement quadratique à variables

binaires et ternaires.

Si l'on prend rj
sous la forme

q r-z 2a23jK2jK3-t-2«3l73jl-^2«127lj2,

de sorte que les séries F, qui correspondent aux éléments fonda-

mentavix de Y, soient quadruplement tangentes à y, on aura

/= —«53/1 — «ai/l — «12/3
^ aagi «12/2/3 + 2 «12 «23/3/1

-
'^«23 «31/1/2 ;

cette forme particulière nous sera utile plus tard.

339. Soient (y) un élément de Y, (r/) et (r/') les éléments tan-

gents à q contenant (jk); {y') et (y") leurs éléments de contact.

La série F qui correspond à (y) contient évidemment les deux

groupes d'éléments de contact avec / des séries quadruplement

tangentes à /qui correspondent à (y') et (y") : ainsi les huit élé-

ments communs à /* et à une série F se décomposent en deux

groupes d'éléments de contact pour des séries quadruplement

tangentes à/*; les éléments de contact de deux séries F' et F" qua-

druplement tangentes à /"appartiennent à une même série quadra-

tique F; et si (y), {y'), (y") correspondent respectivement à F,

F', F", (y) est le pôle de {y'y") par rapport à ^; la série F peut
donc être dile pôle par rapport à /du faisceau (F', F").

Si les équations de F' et F" sont

Xf/2-4- 2XiX2/i-T-X|/3 = 0, [^f/2+2.U, [^2/1 -f-|a|/j=^0,

celle de F sera

'>^llMA-'r-Ckill2''- X2[^l)/l-+- X2 1^2/3=^0.

Les séries q et k admettent en général douze éléments tangents

communs; aux éléments de contact avec q de ces douze éléments
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correspondront des séries quadruplement tangentes à y",
mais avec

deux, éléments de contact confondus; ces éléments de contact

seront d'ailleurs les douze éléments communs ày et à y.

Les séries q el k ont six éléments communs; à ces six éléments

correspondent six couples d'éléments (Ç) bitangents à /. Si l'on

applique à ces couples les propositions générales connues, on

verra, en particulier, que si (a) et (b), (c) el (d) sont les élé-

ments de contact de deux éléments bitangents d'tin même couple,

les six éléments (ab), (cd), («c), (bd), (ad), (bc) appartiennent
à Y, et que les trois éléments [{ab){cd)], [(ac){bd)], [(ad)(bc)]

appartiennent ày ; que les huit éléments de contact des éléments

bitangents de deux couples appartiennent à une même série F; et,

puisqu'il y a six couples, il j a quinze telles séries F.

En appliquant les théorèmes de Pascal et de Brianchon à la

suite formée par les éléments (y) qui correspondent aux couples
d'éléments hitangenls à y" et à leurs groupes d'éléments de con-

tact, on trouvera de nouvelles propriétés faciles à énoncer.

Si (a I x) el(ci.'\x), (^ j
x)el (|5'j.r) forment deux couples d'élé-

ments bitangents à f, et si /' est la série qui contient leurs élé-

ments de contact, on peut écrirey sous la forme

340. Une série quartique admet, d'une façon générale, 28 élé-

ments bitangents, qui forment par suite
3'j8, couples. Chacun de

ces couples détermine une façon de représenter / comme une

enveloppe de séries quadratiques, et comme chacune de ces façons

détermine elle-même six couples, on voit qu'il existe en tout

63 telles façons. Il existe, en d'autres termes, 63 systèmes de

séries quadratiques quadruplemenl tangentes àf.
Si (a |.r)et(a'[x), (^ | x) et (^'[ a:) sont deux couples d'éléments

bitangents appartenant à un même système, l'équation écrite ci-

dessus montre que {ol\x) et (^j^a:), (a'j^) et C^'lx) forment

encore deux couples appartenant à un même système autre que le

précédent, et qu'il en est de même de {^\^) et (^'jx), {ol'\x) et

(PI a:). On en conclut qu'il existe en tout 3i5 séries quadratiques

contenant les huit éléments de contact de deux couples d'éléments

bitangents.
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341. Désignons par a el a', ^ et 3', y el
y'

trois couples d'élé-

ments bitangents d'un même système, et par les mêmes lettres,

afin d'abréger les notations, les premiers membres

aj 371-4- «,072
—

«siPs, ...

de leurs équations. L'équation de /sera alors de la forme

a2 a2 a'2 + b^
|32 ^'^ h- r^ yS ^'2

„ ^ 6c p^'yy'
— 1 ca-{y' aa

— 2 ab aa' pp'
=:= o.

Soient
'r\ et?]' un couple de deux éléments bitangents apparte-

nant au système a[i', a'
[3,

de sorte que l'équation de /* pourra
encore s'écrire

a'2 a2 P'2
— è'2 a'2 p2

_^ c'2 r,2 r/2—
aô'c'a'^Tjr/

— ic' a'r,r/a^'
—

-2 a' b'
a'^'

a' ^
-- o.

Les équations précédentes peuvent être mises sous la forme

(aaa' -'-èpp'
—

cyy')2 --4a6aa'PP' r-. o,

(a'a^'-T- 6'a'P
—

c'Tir/)2— 4a'6'aa'P^' --^ o,

et, par suite, on a identiquement

^a' b'{aax' -h 6
[3^'
—

cyy")
—

y/a6(a'aP'-4- b' a' ^
—

c'tjt)')
—

o,

OU bien

(a ^aà^ p ^bb'j\(x >Jab' -\- ^' \Jd b) = YY'*^ \/a b' -{- r^rj c' ^ab.

D'après cela, on voit que y et r,, par exemple, ne peuvent coïn-

cider; car si cela était, l'équation de y serait a^ aa'+ [3 y//>6'
= o

ou bien a'y^a6'-h j^'y/f/'^ =0, el il est évident que y" aurait un

élément double, ce que nous ne supposons pas.

Ceci posé, on voit encore sur l'équation précédente que les élé-

ments des deux couples (yri)
et

(y'i^i'), ("pi') 6t(y'7i) appartiennent

les uns à l'élément d'équation 0L\Jaa' -\- [îiy/66'= o, elles autres à

celui d'équation a'y/'a6'H- ,3'y^a'^
=^ o : en d'autres termes, (a[3),

(yr^), (y'*^') par exemple sont alignés, et il en est de même de (a' (3'),

342. Soient aa', p^', yy', oS', es', XX! ,
les six couples d'éléments

bitangents d'un même système.
liCS systèmes déterminés par a^'eta'ji, a.fj

et a'
[3', d'après ce
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qui précède, contiendront les seize autres éléments bitangentsày;

soient Tir/, OB', xx', Aa' les couples qui correspondent à a^' et a'3:

y.u.', vv', Çç', -ht:' ceux qui correspondent à a,3 et a'^'.

Envisageons maintenant le sjstème déterminé par a*/ et a'v;

chacun des quatre autres couples de ce système contiendra un des

éléments t,, t/, 0, 0', x, x', A, Vet un des éléments u., u.', v, v', ç, ç',

TT, îi', sans quoi il y aurait absurdité; nous supposerons que ces

couples soient tjîa, Ov, x^, Aie.

Pour préciser davantage, supposons que r^ soitaTi^^o, et que
ses éléments de conlact avec y soient Ço=o et 53=0. aa', ^,3',

ff étant des couples d'un même système, l'équation de / est de

la forme

rt'aî a'2— b*- ^î 3'2^ c* v? v'* - 26c33'yy'
—

acayY'aa'
— aa6aa'^^' = o:

écrivant que / contient les éléments 52^=0 ^t ^3=^0? ^^ ^

d'abord

^ = ( /ïïTî «3 "3
— /ï3 T'3 »î ^^ s )". «^ = ( V '3^2 a'î ?3 ?3

—
V^aj a'j ^s 3 j }- .

Ecrivant alors que ariV et
t,jx

sont des couples d'éléments bitan-

gents des systèmes a^', a'^ et oy', a'y, on trouve sans peine les

conditions

=^3 2,
^

pa?',

~
YaYi*

On en conclut que r, est aussi un des éléments bitangents qui

appartiennent au système pV, ^'v.

Alors on voit que les autres couples des systèmes aty
et a'v', ^y'

et ^'v, ^y et ^Y sont respectivement 7i'|x', Ô^v', x'i', À'tz'; Tjfi', Ôv',

xi', A7c';r/a, O'v, x'i.A',..

Si enlin on suppose, comme on peut le faire, que les couples Tjv',

tjI', T^-nf appartiennent respectivement aux systèmes déterminés

par xo' et a'o, as' et a' s, a^' el a'^, on dresse sans peine le Tableau

suivant des couples d'éléments bitangents à^^, répartis en soixante-

trois systèmes, comme il a été dit précédemment :

aa'.
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cédemment ont leurs six éléments communs distincts, Ja série q
étant indécomposable; si un élément (jk), commun aux séries q
et

A", est tel que l'élément tangent à ^ en
( j') soit aussi tangent à k

en un élément autre que (j)'),
à (j^) correspond un couple d'élé-

ments bitangenls, l'un de ces éléments ayant ses deux éléments

de contact confondus; si l'élément tangent à ^ en (y) contient un

élément double de /f, à (jk) correspond un couple d'éléments

bilangents, tous deux à contacts confondus.

Si la série q touche en
( r) un élément tangent stationnaire de A',

à
(j)^) correspond une série quadratique quadruplement tangente

à /, avec trois éléments de contact confondus; si la série q touche

en (y) un élément contenant un élément double de A', à (y) cor-

respond une série quadratique quadruplement tangente à/", aux

éléments de contact confondus deux à deux; si la série q touche

en (j-) un élément tangent à k en un élément double de A', à (y)

correspond une série quadratique quadruplement tangente à /",

aux quatre éléments de contact confondus.

On peut ajouter que si un élément
(jj/-)

commun k q el k est

inflexionnel pour A", à [y) correspond un couple d'éléments bilan-

gents à
y",

l'un de ces éléments étant indexionnel pour y, l'autre

tangent à y et appartenant à
y,

de telle sorte que son élément de

contact avec y soit tangent à v.

344. Considérons maintenant une série quarlique (B), douée

d'un élément double ordinaire. Elle sera de la dixième classe et

possédera dix-huit éléments inllexionnels, dont deux au plus

pourront coïncider avec l'élément double. Par cet élément double

on pourra mener six cléments tangents à
y",

avec éléments de con-

tact différents de l'élément double; ces six éléments, comptés deux

fois, peuvent être considérés comme éléments bitangents singu-

liers à y"; il y a seize éléments bitangents à / d'une façon propre-

ment dite. Les mêmes particularités que dans le cas général

peuvent se présenter.
Si l'on veut appliquer à ce cas le Tableau général des systèmes

de couples d'éléments bitangents, on voit tout de suite que, pour
ne pas obtenir d'absurdités, il faut supposer par exemple que a

et a' coïncident avec un élément bitangent singulier, et qu'il en

est de même de
[ii

et P', y et
y',

o et 8', t et s', "Ç et "Q . Le premier
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groupe du Tableau ne fournit alors aucun système de séries qua-

dratiques quadruplement tangentes à f\ les trente groupes sui-

vants fournissent Irente systèmes de séries quadratiques quadru-

plement tangentes à f^ chacun d'eux contenant un couple double

formé avec des éléments bitangents singuliers différents, et quatre

couples d'éléments bitangents proprement dits; enfin, les trente-

utox derniers groupes se réduisent à seize, et chacun de leurs

couples est composé d'un élément bitangent singulier et d'un élé-

ment bitangent proprement dit; ils correspondent à seize sys-

tèmes de séries quadratiques contenant l'élément double de /" et

triplement tangentes à
_/".

Aux trente systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-

gentes ày correspondent des réseaux qui sont, comme dans le cas

précédent, des espèces (a), (6), (c) ou (rf). Mais la série quadra-

tique q qui correspond à f est ici tangente à la série k : deux des

éléments communs à A et à ^ sont confondus, et pas davantage; si

d'ailleurs k possède un élément singulier, la série q ne peut con-

tenir cet élément. Si ^ touche k en un élément inflexionnel, l'un

des éléments inilexionnels de f coïncide avec l'élément double;

si q touche une série linéaire appartenant à A", dans les cas {c)

ou
(<:/),

deux des éléments inflexionnels de /coïncident avec l'élé-

ment double. Les autres particularités du cas général continuent

à s'appliquer.

Aux seize systèmes de séries triplement tangentes à /* corres-

pondent des réseaux qui ont un élément simplement singulier,

c'est-à-dire des espèces (e) ou (A).

Les éléments communs aux séries A' et q sont tous distincts;

les observations déjà faites se transportent aisément à ce cas; de

plus, on voit que si un élément langent à ^ en (^) commun à A'

et q contient l'élément double de A', un élément inflexionnel de/'
coïncide avec l'élément double.

345- Si la série quartique y a un élément cuspidal, nous la

désignerons par (C); elle est de la neuvième classe et possède
seize éléments inflexionnels. Elle admet six éléments bitangents

singuliers, c'est-à-dire contenant l'élément cuspidal, et chacun

d'eux compte trois fois; il reste dix éléments bitangents propre-
ment dits.
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On peut appliquer le Tableau général en supposant que a, a'

et 71 coïncident avec un élément bitangent singulier, et qu'il en est

de même de
[3, [3'

et r\' ; y,
r' et a; 8, o' et v'; s, s' et ^'; (^, J^' et u'.

Par suite, on obtient d'abord quinze s_yslèmes de séries (juadru-

plement tangentes à f, comptant chacun deux fois; chacun de ces

systèmes contient un couple triple d'éléments bitangenls singu-
liers et trois couples d'éléments bitangents proprement dits; le

réseau correspondant est des espèces (a), (b) ou (c), mais trois

des éléments communs aux séries A" et q sont confondus, et pas

davantage; ^ne peut d'ailleurs contenir aucun élément double de A".

On obtient ensuite quinze systèmes de séries triplement tan-

gentes ày et contenant l'élément cuspidal, comptant chacun deux

fois. Chacun de ces systèmes contient un couple double, formé de

deux éléments bitangents singuliers, et quatre couples, formés par

les quatre autres éléments bitangents singuliers associés à quatre
éléments bitangents ordinaires. Le réseau correspondant à un de

ces systèmes est de l'espèce (e); la série g contient l'élément

double de k; ses quatre autres éléments communs avec k sont

distincts.

Enfin, trois systèmes disparaissent.

346. Désignons par (D) une série quartique f à deux éléments

doubles ordinaires; elle est de la huitième classe et possède douze

éléments inflexionnels. Elle admet deux systèmes de quatre élé-

ments bitangents singuliers, c'est-à-dire contenant un élément

double, et chacun d'eux compte deux fois; elle admet aussi

comme élément bitangent doublement singulier, comptant quatre

fois, l'élément de seconde espèce commun aux deux éléments

doubles
;

il reste huit éléments bitangents proprement dits.

Pour appliquer le Tableau général, on supposera que a, a', jî,

[3'
coïncident avec l'élément bitangent doublement singulier; que

71 et 7,', Q et d', X et x', A et A' coïncident respectivement avec les

éléments bitangents singuliers de l'un des systèmes, et qu'il en est

de même de
[x

et
ja',

v et v', ^ et ^',
- et 7:' pour l'autre système.

On obtient alors, outre deux systèmes qui disparaissent :

i" Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes
à y, contenant un couple double foi'mé de l'élément bitangent
doublement singulier, et quatre couples d'éléments bitangents
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l>ioprement dils; le réseau correspondant est de l'espèce (6), (c)

ou (rf) ;
la série q contient un élément double de A*, les quatre

autres éléments communs à A' et à ^ étant distincts;

2" Douze systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-

gentes à y, contenant chacun deux couples doubles formés d'élé-

ments bitangents singuliers, et deux couples formés d'éléments

bitangents proprement dits; le réseau correspondant est de l'es-

pèce (a), (6), (c) ou (d); la série q touche k en deux éléments

distincts et les deux autres éléments communs à k et k q sont

distincts; q ne contient aucun élément double de k',

>S° Seize svstèmes de séries quadratiques triplement tangentes

à f] celles de huit d'entre eux contiennent un des éléments

doubles de / el celles des huit autres contiennent l'autre élément

double; chacun de ces svstèmes compte deux fois; chacun deux

contient un couple double formé par l'élément bitangent double-

ment singulier et un élément bitangent singulier, et quatre autres

couples formés par quatre éléments bitangents singuliers associés

avec quatre éléments bitangents proprement dits; le réseau cor-

respondant est de l'espèce (e) ou (h); la série q est tangente à k

et ne contient pas d'ailleurs l'élément double de k; les quatre
autres éléments communs à. k el k q sont distincts;

4" Quatre systèmes de séries quadratiques doublement tan-

:;entes k / el contenant les deux éléments doubles de /', chacun

Jeux compte quatre fois, contient quatre couples d'éléments

bitangents singuliers et deux couples formés chacun de l'élément

bitangent doublement singulier et d'un élément bitangent ordi-

naire
;

le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y) ;
les six

éléments communs aux séries q et A" sont distincts; comme A' se

décompose, ces six éléments communs se partagent en deux

groupes, l'un de deux, l'autre de quatre éléments; les couples

d'éléments bitangents correspondants sont indiqués par ce qui

précède.

347. Envisageons une série quartique (E) possédant un élément

double ordinaire et un élément cuspidal; elle est de la septième
classe et possède dix éléments inflexionnels. Elle admet an élé-

lent bitangent doublement singulier comptant six fois, quatre

Uéments bitangents singuliers comptant trois fois, trois éléments
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bitangenls singuliers comptant deux fois et quatre éléments bitan-

gents proprement dits.

On appliquera le Tableau général avec les hypothèses précé-
dentes et supposant, en outre, que r, coïncide avec a, y' avec ijl,

ô' avec V, e' avec ^, J^' avec u. Donc a désigne Télément bitangent
doublement singulier; 9, x, \ sont les éléments bitangents singu-
liers doubles; p., v, ;, u les éléments bitangents singuliers triples;

y, 8, £, ^ les éléments bitangents proprement dits.

Alors, outre quatre systèmes qui disparaissent, on obtient :

I" Six systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-

gentes à J'; les couples d'éléments bitangents contenus dans un

système sont, par exemple, jjlv
trois fois, xl deux fois et vS; le

réseau correspondant est de l'espèce (a), (b) ou (c); les éléments

coiTimuns aux séries q el k forment trois groupes distincts de un,

deux et trois éléments; q ne contient aucun élément double de k:

2" Un système, comptant trois fois, de séries quadratiques tri-

plement tangentes à / el contenant l'élément cuspidal de/; les

couples de ce système sont aa deux fois, vfx, ov, s^, J^ir; le réseau

correspondant est de l'espèce (h); la série q contient l'élément

double de A"; les quatre autres éléments communs à /f et à ^ sont

distincts;

3*^ Six systèmes, chacun comptant trois fois, de séries quadra-

tiques analogues aux précédentes; mais les couples d'un de ces

systèmes sont, par exemple, aô deux fois, ^t: deux fois, vv et
Bjji ;

le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient

l'élément double de A' et est tangente à A"; les deux autres éléments

communs a q el k sont distincts;

4" Quatre systèmes, chacun comptant deux fois, de séries qua-

dratiques triplement tangentes à /et contenant l'élément double

de /; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, aa trois

fois, ûÔ, £x, P^; le réseau correspondant est de l'espèce (e)ou (h);
la série q ne contient pas l'élément double de k et a trois éléments

communs confondus avec k; les autres éléments communs à q
et A" sont distincts;

5" Quatre systèmes, comptant chacun six fois, de séries qua-

dratiques doublement tangentes à/et contenant les deux éléments

doubles de/; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple,

a[A
deux fois, ar, Ov, x^, Àtt; le réseau correspondant est de
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l'espèce {f)", la série q est assujettie simplement à contenir un

élément double de k
;
les autres éléments communs à ^ et A' forment

deux groupes distincts, faciles à interpréter.

348. Si la série quartlque (F) a deux éléments cuspidaux, elle

est de sixième classe et n'a que huit éléments inflexionnels; elle

admet un élément bitangent doublement singulier comptant neuf

fois, deux groupes de trois éléments bitangents singuliers comp-
tant trois fois et un seul élément bitangent proprement dit. On

passera du cas précédent à celui-ci en supposant que a et a, o

et 0, £ et X, î^ et \ coïncident respectivement. On trouve alors,

outre six systèmes qui disparaissent :

1° Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-

gentes à f\ les couples d'éléments bitangents contenus dans un

système sont, par exemple, Ox trois fois et v^ trois fois; le réseau

correspondant est de l'espèce {a) ou(b); la série q a ses éléments

communs avec k confondus trois par trois et ne contient pas
d'élément double de k:

2° Six systèmes, comptant chacun trois fois, de séries quadra-

tiques triplement tangentes à / et contenant : celles de trois

d'entre eux, un élément cuspidal de /; celles des trois autres,

l'autre élément cuspidal de/; les couples d'un système sont, par

exemple, aO trois fois, ç- deux fois, ^r^; le réseau correspondant
est de l'espèce (e); la série q contient l'élément double de k, et

trois des autres éléments communs à ^ et à A" sont confondus;
3° Trois systèmes, comptant chacun neuf fois, de séries qua-

dratiques doublement tangentes à / et contenant les deux élé-

ments cuspidaux; les couples d'un système sont, par exemple,
olH deux fois, av deux fois, x- et a;; le réseau correspondant est

de l'espèce (/) et la série q contient les deux éléments doubles

de A
;

4° Un système, comptant neuf fois, de séries quadratiques ana-

logues aux précédentes; les couples de ce système sont aa deux

fois, av, Ov, x;, a-; le réseau correspondant est de l'espèce (y) et

la série q contient l'élément double de A. .

349. Une série quarlique (G), à trois éléments doubles ordi-

naires non alignés, est de la sixième classe et possède six éléments
Ax. — I.
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inflexionnels; elle admet trois éléments bitangenls doublement

singuliers, comptant chacun quatre fois, trois groupes de deux élé-

ments bitangents singuliers, comptant chacun deux fois, et quatre
éléments bitangents proprement dits.

On passe du cas général à celui-ci en supposant, par exemple,

que les systèmes qui disparaissent, et qui correspondent aux trois

éléments doubles, sont formés des couples aa, aa, yv, vy, tt, J^Î!^;

aa, aa, y.vi, y,r,, xx, 11; yr, yy, yitj, r,r,, ^ç, -tt.
tx, v, tJ.', v' sont les

éléments bitangents proprement dits. On obtient, outre les trois

systèmes qui disparaissent :

1° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes

ày, contenant comme couples d'éléments bitangents eJ^ deux fois,

xl deux fois et ^tt deux fois; le réseau correspondant est de

l'espèce (a), (6), (c) ou (d); la série q est tangente trois fois à k

et ne contient aucun élément double de k] en outre, dans le

cas (a), la série q ne doit pas être, parmi les séries à triple con-

tact pour k, une de celles qui correspondent à la série / dont k est

la hessienne, sans quoi les éléments doubles de/ seraient alignés;

dans le cas (d)^'on voit que les éléments inflexionnels dey sont

confondus deux par deux avec les éléments doubles;

2° Trois systèmes analogues au précédent; les couples de l'un

d'eux sont aa deux fois, ^tî deux fois et
ul^jl', vv'; le réseau corres-

pondant est de l'espèce (6), (c) ou (d); la série q contient un

élément double de k, et est encore simplement tangente à k;

3° Douze systèmes, comptant chacun deux fois, de séries triple-

ment tangentes àj^et contenant l'un des éléments doubles de/:
les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, àx deux fois.

v; deux fois, e[x', t^v'; le réseau correspondant est de l'espèce (^'
1

ou {h); la série q est doublement tangente: à k et ne contient pas

l'élément double de k;

4° Six systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries qua-

dratiques doublement tangentes à f et contenant deux des élé-

ments doubles de /; les couples d'un de ces systèmes sont, par

exemple, ay deux fois, x^, 1-, -rii*., rjv; le réseau correspondant esi

de l'espèce (/) ou (y); la série q louche simplement la série qua-

dratique qui fait partie de k et ne contient pas d'élément double

de k;

5° Un système, comptant huit fois, de séries quadratiques lan-
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génies à y" et contenant les trois éléments doubles àe f\ les couples

de ce système sont aT:, a^, vx, y)., Tjî, t,^; le réseau correspondant

est de l'espèce {g)-, et les éléments communs k q et k sont tous

distincts; si q est conjuguée par rapport à la suite triple qui con-

stitue A", les éléments inflexionnels de y sont confondus avec les

éléments doubles.

330. Supposons que l'un des éléments doubles devienne cus-

pidat; on obtient ainsi une quartique (H), de cinquième classe, à

quatre éléments inflexionnels; il y a trois éléments bilangents

doublement singuliers comptant l'un quatre fois, et les deux

autres six fois; quatre éléments bilangents singuliers dont deux

comptent trois fois, et les deux autres deux fois; enfin deux élé-

ments bilangents proprement dits. On passe du cas précédent à

celui-ci en supposant que y et T, r, et a, v et tz,
v' et q, coïncidenl

respectivement.
On obtient, outre cinq systèmes qui disparaissent :

i" Un système de séries quadratiques quadruplemenl tangentes
à y, dont les couples d'éléments bilangents sont aa deux fois,

;t: trois fois, et ita'^ le réseau correspondant est de l'espèce (6)
ou (c); la série q contient un élément double de A", et trois des

autres éléments communs k q et k sont confondus;
2" Quatre systèmes de séries quadratiques triplement tangentes

k f et contenant un élément double; ces systèmes comptent
deux fois; l'un d'eux, par exemple, contient les couples aï deux

fois. T.ç trois fois, xit; le réseau correspondant est de l'espèce (e)

ou (/i); les éléments communs k q et k sont répartis en trois

groupes de un, deux et trois éléments; q ne contient pas réiément

double de A;

3" Un système, comptant trois fois, de séries quadratiques tri-

plement tangentes kf et contenant l'élément cuspidal ;
les couples

de ce système sont vs^ y^x, \- chacun trois fois; le réseau corres-

pondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élémenl double

de k, et est simplement tangente à A' en deux autres éléments dis-

tincts
;

4" Deux systèmes comptant trois fois, et analogues au précé-

dent; les couples d'un de ces systèmes sont "^^ deux fois, t,x deux,

fois, \'j.,
—

|jl';
le réseau correspondant est de l'espèce (A); la série ^
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contient l'élément double de k, et est simplement tangente à A'

une fois;

5° Un système, comptant quatre fois, de séries quadratiques
doublement tangentes à/, et contenant les deux éléments doubles;

les couples de ce sjstème sont
y/j

trois fois, ex, aa, aa'; le réseau

correspondant est de l'espèce [f) ou (y); la série q est osculatrice

à la série quadratique qui fait partie de k^ sans contenir un élé-

ment double de A';

6" Quatre systèmes, comptant cliacun six fois, de séries quadra-

tiques doublement tangentes à /"et contenant l'élément cuspidal

et un élément double; les couples d'un tel sjstème seront, par

exemple, av deux fois, rj: deux fois, x;, rju; le réseau correspon-
dant est de l'espèce (/); la série q touche la série quadratique qui

fait partie de A', et contient un élément double de A";

'j°
Un sjstème, comptant douze fois, de séries quadratiques

tangentes à y, et contenant les trois éléments doubles; les couples

de ce sjstème sont
y/]

deux fois, yx, /,î, a^, a-; le réseau cor-

respondant est de res])èce (g)', la série q contient un élément

double de A'.

3ol. Si un second élément double devient cuspidal, la série y,

alors d'espèce (I), est de quatrième classe, avec deux éléments

inflexionnels; il j a trois éléments bitangents doublement singu-

liers dont l'un compte neuf fois, et les deux autres six fois; deux

éléments bitangents singuliers comptant trois fois; enfin, un seul

élément bilangent proprement dit.

On passe du cas précédent à celui-ci en faisant coïncider a et £,

Tj et 71,
X et iji';

et l'on obtient, outre sept systèmes qui dispa-

raissent :

i" Un système, comptant deux fois, de séries quadratiques tri-

plement tangentes à y et contenant l'élément double; les couples

de ce système sont ax et yç trois fois; le réseau correspondant est

de l'espèce (e) ou {h); la série q a ses éléments communs avec k

confondus trois par trois;

2° Deux s^vstèmes, comptant trois fois, de séries quadratiques

triplement tangentes à
/",

et contenant un élément cuspidal; les

couples d'un des systèmes sont aa deux fois, 'z;^ trois fois, et xiji;

le réseau correspondant est de l'espèce (A); la série q contient
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l'élément double de k et a en commun avec k trois éléments con-

fondus;

3° Deux svslèmes, comptant six fois, de séries quadratiques dou-

blement tangentes à y, et contenant l'élément double et un élément

cuspidal; les couples de l'un de ces systèmes sont ax deux fois,

vr, trois fois et aix; le réseau correspondant est de l'espèce {/)', la

série q contient un élément double de k et est osculalrice à la

série quadratique qui figure dans k;

4° Un svstème, comptant neuf fois, de séries quadratiques dou-

blement tangentes kf, et contenant les deux éléments cuspidaux;

les couples de ce système sont av, t,x, '/;ç, chacun deux fois; le

réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient les

deux éléments doubles de /." et touche A;

5" Un système comptant neuf fois et semblable au précédent;

les couples de ce système sont t,t, deux fois, av deux fois, xç, tju.;

le réseau correspondant est de l'espèce (y); la série q contient

l'élément double de k et touche la série quadratique qui figure

dans k :

6" Un système, comptant dix-huit fois, de séries quadratiques

tangentes à y, et contenant les trois éléments singuliers àe f; les

couples du système sont ar, deux fois, vr, deux fois, a^, yx; le

réseau correspondant est de l'espèce {g)] la série q contient deux

éléments doubles de k.

352. L'espèce (J) correspond aux séries quarliques à trois élé-

ments cuspidaux; elles sont de troisième classe, et n'ont pas
d'élément inflexionnel; elles possèdent trois éléments bitangents

doublement singuliers comptant chacun neuf fois et un élément

bitangent proprement dit.

On passe du cas précédent à celui-ci en faisant coïncider a et x,

v- et ;. On trouve alors, outre neuf systèmes qui disparaissent :

i" Trois systèmes, comptant chacun neuf fois, de séries quadra-

tiques doublement tangentes à y et contenant deux des éléments

cuspidaux; les couples d'un de ces systèmes sont aa deux fois,

VT, trois fois, au.; le réseau correspondant est de l'espèce (y); la

série q contient l'élément double de k et est osculalrice à la série

quadratique qui figure dans k\

"i" Ln système, comptant vingt-sept fois, de séries quadratiques
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tangentes à y et contenant les trois éléments cuspidaux; les

couples de ce système sont ay, yr;, ar^ chacun deux fols; le réseau

correspondant est de l'espèce {g); la série q contient les trois élé-

ments doubles de A".

353. Une série cubique et une série linéaire forment une série

quartique (Jv) à trois éléments doubles alignés. La série linéaire

est un élément bitangent triplement singulier, comptant quatre

fois; les éléments tangents à la série cubique contenant les élé-

ments doubles de f sont douze éléments bitangenls singuliers,

comptant chacun deux fois.

On passe du Tableau général à ce cas en faisant coïncider a, {3,

a', p' avec l'élément bitangent triplement singulier, et supposant

que Y et
y',

8 et 8', . . ., t et rJ
,
sont respectivement identiques.

Outre trois systèmes qui disparaissent, on a :

1° Douze systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-

gentes ày; l'un d'eux contient les couples yo, 7)9, ^tî chacun deux

fois; le réseau correspondant est de l'espèce («); la série q est

trois fois tangente à /r et correspond à la série particulière / dont

k est la hessienne, comme on le voit en cherchant la série quadra-

tique de l'espace Y qui correspond à une série linéaire de l'es-

pace X ;

2" Douze systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries qua-

dratiques doublement tangentes à y et contenant deux des élé-

ments doubles de f; les couples d'un de ces systèmes sont ay
deux fois, 7i[x, 9v, x^, A-n:; le réseau correspondant est de l'es-

pèce (y) ou (y), et la série q est tangente à la série linéaire con-

tenue dans k.

354. Une série quartique de l'espèce (L) sera composée de

deux séries quadratiques quelconques; elle a donc quatre éléments

doubles dont trois ne sont pas alignés. Elle possède six éléments

bitangents doublement singuliers, comptant chacun quatre fois, et

quatre éléments bitangents proprement dits. On passe du cas (G)
à celui-ci en faisant coïncider e et ^, x et )v, \ et tt.

Outre quatre systèmes qui disparaissent, et un autre comptant
huit fois, et auquel ne coirespond pas de réseau déterminé, on

trouve :
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1° Trois sjslèmes de séries quadratiques quadruplement tan-

gentes à/; l'un d'eux contient les couples aa deux fois, H; deux

fois, u'jl' et v/'; le réseau correspondant est de l'espèce (c) ou {d);

la série q contient deux éléments doubles de A;

2'' Douze systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries dou-

blement tangentes à/, et contenant deux éléments doubles de /]

les couples de l'un des systèmes sont av deux fois, x; deux fois,

r.a, T,v; le réseau correspondant est de l'espèce (/) oa (y); la

série q est doublement tangente à la série quadratique qui fait

partie de k.

3d5. Une série quartique composée d'une série cubique à élé-

ment double et d'une série linéaire, a quatre éléments doubles

dont trois sont alignés; elle est de l'espèce (M). Elle a un élément

bitangent triplement singulier comptant quatre fois, trois éléments

bitangents doublement singuliers comptant quatre fois, et six élé-

ments bitangents singuliers comptant deux fois. On passe du

cas (G) à celui-ci en faisant coïncider ç et t, jx
et

jt',
v et v'.

Outre quatre systèmes qui disparaissent, il existe :

i" Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-

gentes à /; l'un d'eux contient les couples v-/, xa, txv, chacun

deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (6), et la série q^

doublement tangente à A, contient en outre l'élément double de A";

2" Quatre sj'stèmes, comptant chacun deux fois, de séries qua-

dratiques triplement tangentes à y et contenant l'élément double

de la série cubique qui fait partie de /: les couples de l'un de ces

systèmes sont ye, t.x, t,a, chacun deux fois; le réseau correspon-
dant est de l'espèce (<?), et la série q est trois fois tangente à A;

3" Six systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries qua-

dratiques doublement tangentes à /, et contenant deux des élé-

ments doubles alignés de /; les couples de l'un de ces systèmes
sont aï deux fois, r,^ deux fois, xa, Àv; le réseau correspondant
est de l'espèce (/") ou (y), la série q étant tangente à la fois à la

série quadratique et à la série linéaire qui constituent A";

4° Trois systèmes, comptant chacun huit fois, de séries qua-

dratiques tangentes à y, contenant l'élément double de la série

cubique qui fait partie dey, et deux des éléments doubles alignés

de y; les couples d'un de ces systèmes sont ay deux fois, t.jx, t,v,
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x^, X^; le réseau correspondant est de l'espèce (g), la série q étant

tangente à A".

356. On obtiendra l'espèce (N) en supposant que la série

cubique du numéro précédent a un élément cuspidal; alors y a

un élément bitangent triplement singulier, comptant quatre fois;

trois éléments bitangents doublement singuliers comptant six

fois, et trois éléments bitangents singuliers comptant deux fois.

On passe du cas (H) à celui-ci en faisant coïncider ^ et t, a et u'.

On a, outre six systèmes qui disparaissent :

1° Trois systèmes, comptant trois fois, de séries quadratiques

triplement tangentes k /, et contenant l'élément cuspidal; les

couples de l'un d'eux sont w, 7,x, ^ul, chacun deux fois; le réseau

correspondant est de l'espèce (/^),
la série q contenant l'élément

double de k et étant doublement tangente à k;

2" Trois systèmes, comptant quatre fois, de séries quadratiques
doublement tangentes à f, et contenant deux éléments doubles

dey"; les couples de l'un d'eux sont as deux fois, 'r\^ trois fois, xu.;

le réseau correspondant est de l'espèce {/) ou (y), la série q étant

osculatrice à la série quadratique qui fait partie de /i, et tangente

à la série linéaire qui complète A";

3° Trois systèmes, comptant douze fois, de séries quadratiques

tangentes à /* et contenant, outre l'élément cuspidal, deux élé-

ments doubles; les couples de l'un de ces systèmes sont ay deux

fois, Tj^ deux fois, r,uL, x^; le réseau correspondant est de l'es-

pèce (g)', la série q contient un élément double de k et est tan-

gente à k.

357. Une série quartique de l'espèce (0), à cinq éléments

doubles, se compose d'une série quadratique et de deux séries

linéaires; elle admet deux éléments bitangents triplement singu-

liers, quatre doublement singuliers et deux singuliers, chacun

d'eux comptant quatre fois, sauf les deux derniers qui ne comptent

que deux fois. On déduit ce cas du cas (L) en faisant coïncider u.

et
[k',

V et v'.

On trouve, outre les cinq systèmes qui disparaissent, et celui,

comptant huit fois, qui ne correspond pas à un réseau déterminé :

1° Deux systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-
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gentes à y"; les couples d'un des systèmes sont
*p^, xx, ulv deux

fois; le réseau correspondant est de l'espèce (c), la série q conte-

nant les éléments doubles de k et étant tangente à A";

2" Quatre systèmes, comptant quatre fois, de séries quadra-

tiques doublement tangentes à f et contenant deux éléments

doubles de y, communs à la série quadratique et à l'une des

séries linéaires qui forment/"; les couples de l'un d'eux sont ys

deux fois, 7,x deux fois, ^u deux fois; le réseau correspondant est

de l'espèce {/), la série q étant trois fois tangente à k.

3" Quatre systèmes, comptant huit fois, de séries quadratiques

tangentes à y et contenant trois éléments doubles non alignés,

n'appartenant pas ensemble à la série quadratique qui figure

dans /"; les couples de l'un de ces systèmes sont ay deux fois,

x; deux fois, r,|j., t,v; le réseau correspondant est de l'espèce {g)i

la série q étant doublement tangente à k.

358. La dernière espèce générale (P) de séries quartiques com-

prend celles qui sont composées de quatre séries linéaires et,

par suite, à six éléments doubles; elles admettent quatre éléments

bilangents triplement singuliers et trois doublement singuliers;

chacun d'eux compte quatre fois. On passe du cas précédent à

celui-ci en supposant l'identité de tjt. et v.

On trouve, outre six systèmes qui disparaissent et trois systèmes

comptant huit fois, auxquels ne correspondent pas de réseaux

déterminés :

1° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes

kf, contenant les couples îs, tjt,, jxa, chacun deux fois; le réseau

correspondant est de l'espèce [d) et la série q contient les trois

éléments doubles de k;
2° Quatre systèmes, comptant huit fois, de séries quadratiques

tangentes à f et contenant trois éléments doubles non alignés; les

couples d'un des systèmes sont av, x;, r,|j.
deux fois chacun; le

réseau correspondant est de l'espèce ( »•), et la série q est trois

fois tangente à k.

3o9. Xous avons examiné tous les cas dans lesquels la série

quarlique /"a des éléments doubles ordinaires ou cuspidaux comme
seules singularités. Mais elle peut encore posséder des singularités
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d'un ordre plus élevé que nous allons passer en revue, en nous

bornant toutefois aux cas où la série f est indécomposable : l'étude

des autres cas sera en effet rendue très facile par ce que nous

allons dire.

Si une série quartique indécomposable a un élément double à

éléments tangents confondus, et si cet élément n'est pas simple-
ment cuspidal, on peut, en choisissant convenablement les coor-

données, écrire son équation sous la forme

-^ x\-\- dx\x^-\- ex\x\ -V- fxix\ + /la^l
= o;

les éléments (ç) contenant l'élément singulier Oj, et tangemts à/
en un élément autre que Oi, ont pour équation

6 =(i — a^)a"| +(<:/ — iab)x\x^
-l-(e

—
b'-~iac^x\x\-\-{J'— ihc^x<ix\^(^h

—
c-):r| = o.

Ce sont les particularités de cette équation qui nous fourniront

les divers cas particuliers possibles où la série f a un élément

double qui n'est ni ordinaire ni cuspidal.

Remarquons tout d'abord que le premier membre de cette

équation ne peut être un carré parfait sans que la série f se

décompose, puisque son équation prendrait alors la forme

{xxXi+ ax\ -^ h x^x^-^ c xl)"' -\- g''-
^= o,

g étant une forme quadratique en x-^ et ^^3.

Nous avons les espèces suivantes :

A'. L'équation = o, où l'inconnue est— ^ n'a pas de racine
x^

nulle, et ses racines sont distinctes.

Alors, on vérifie sans peine les résultats suivants : la série/* n'a

pas d'autre élément singulier que O,, est de la huitième classe,

admet douze éléments inflexionnels dont aucun ne peut coïncider

avec O, (et il en est de même dans les cas suivants), et enfin admet

six éléments bitangents proprement dits; les quatre éléments tan-

gents à/ contenant Oj sont éléments bitangents singuliers comp-
tant quatre fois; l'élément tangent à / en O, est bitangent sin-

gulier spécial, comptant six fois.

B'. L'équation = o n'a pas de racine nulle et admet une

racine double.
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Alors la série y a un élément double ordinaire autre que O»;

elle est de la sixième classe, admet six inflexions et deux éléments

bitangents proprement dits; il existe deux couples d'éléments

bitangents singuliers comptant les uns quatre fois, les autres

deux fois; un élément bitangent singulier spécial comptant six

fois, et un élément bitangent doublement singulier comptant huit

fois.

C. L'équation := o n'a pas de racine nulle et admet une

racine triple.

La série y" admet un élément cuspidal autre que 0| ;
elle est de

cinquième classe et n'a que quatre inflexions; il n'j a aucun élé-

ment bitangent proprement dit, mais seulement un tel élément,

singulier, comptant quatre fois; deux singuliers, comptant trois

fois; un singulier spécial comptant six fois; et un doublement

singulier comptant douze fois.

D'. L'équation 6 = o a une racine nulle, et les autres sont

distinctes.

La série y" n'a pas d'autre élément singulier que 0|, est de la

septième classe et admet neuf inflexions, ainsi que trois éléments

bitangents proprement dits; les trois cléments tangents ày conte-

nant O, sont éléments bitangents singuliers comptant cinq fois;

l'élément tangent à y* en O, est bitangent singulier spécial, comp-
tant dix fois.

E'. L'équation = o a une racine nulle et une racine double.

La série y a un élément double ordinaire autre que 0| ;
elle est

de la cinquième classe, admet trois inflexions et un seul élément

bitangent proprement dit; elle admet aussi deux éléments bitan-

gents singuliers comptant l'un deux fois, l'autre cinq fois, un élé-

ment bitangent doublement singulier et un autre singulier spécial,

comptant chacun dix fois.
'

F'. L'équation B = o a une racine nulle et une racine triple.

La série y a un élément cuspidal autre que O,; elle est de la

quatrième classe, admet une seule inflexion et ne possède aucun

élément tangent proprement dit, mais un tel élément singulier

comptant trois fois, un autre doublement singulier comptant

quinze fois, et un singulier spécial, comptant dix fois.

G'. L'équation =o a deux racines nulles.

La série / n'a d'autre élément singulier que 0| ;
elle est de la
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sixième classe et admet six inflexions; elle possède un seul élé-

ment bitangent proprement dit, deux éléments bitangents singu-
liers comptant six fois, et un élément bitangent singulier spécial,

comptant quinze fois.

H'. L'équation = o a trois racines nulles.

Lasérie^n'a d'autre élément singulier que O,; elle est de cin-

quième classe et admet trois inflexions; elle ne possède aucun

élément bitangent proprement dit, mais un tel élément singulier

comptant sept fois,- et un autre singulier spécial, comptant vingt

et une fois.

360. On peut maintenant supposer à f un élément triple el

ceci donne lieu aux trois espèces suivantes :

1'. Les éléments tangents en l'élément triple O, sont distincts.

Alors la série /"est de la sixième classe et admet six éléments

inflexionnels et quatre éléments bitangents proprement dits, avec

trois éléments bitangents singuliers comptant chacun huit fois.

J'. Deux des éléments tangents en O, sont confondus.

La série /" est de cinquième classe, admet quatre inflexions et

deux éléments bitangents proprement dits; des deux éléments

bitangents singuliers, l'un compte seize fois, l'autre dix fois.

K'. Les éléments tangents en O) sont tous confondus.

La série y est de quatrième classe, admet deux inflexions et un

élément bitangent proprement dit; l'élément tangent en 0( est un

élément bitangent singulier comptant vingt-sept fois.

361. Indiquons maintenant comment les séries quartiques pré-
cédentes peuvent être considérées comme des enveloppes de

séries quadratiques.
A'. On peut passer du cas général (D) à celui-ci en faisant,

coïncider a avec y et
y', f\ avec

p.,
9 avec v, x avec i, k avec -. On

obtient, outre six systèmes qui disparaissent :

1° Un sjslème de séries quadratiques quadruplement tangentes
à y, dont les couples sont aa trois fois, 88', ee', X^ ;

le réseau cor-

respondant est d'espèce (Z>), (c) ou {d)\ la série q contient un

élément double de k et touche k en cet élément;
2° Six systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes

à/; les couples de l'un d'eux sont r,0 quatre fois; sJ^', s'J^; le réseau
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correspondant est de l'espèce («), (6), ou (c), la série q avant

quatre éléments communs confondus avec k:

3"" Huit systèmes, comptant quatre fois, de séries quadratiques

triplement tangentes à / et contenant l'élément singulier; les

couples de l'un d'eux sont ar, trois fois, o9, sx, Î^a; le réseau cor-

respondant est de l'espèce (e), la série q contenant l'élément

double de A^ et touchant k en cet élément;

4' Trois systèmes, comptant six fois, de séries quadratiques

doublement tangentes à
_/"

et contenant l'élément double de/, avec

élément tangent commun \
les couples de l'un d'eux sont 7,0 deux

fois, x)v deux fois, ao, ao'; le réseau correspondant est de l'espèce (/)

ou (A"), la série q étant quelconque.
B'. On peut passer du cas général (G) à celui-ci en faisant

coïncider v et r,, s et x, IÇ et A, a avec -a et
|j.'.

On trouve, avec sept systèmes qui disparaissent :

1° Un svstème de séries quadratiques quadruplement tangentes

à y, dont les couples sont tt quatre fois, \t, deux fois: le réseau

correspondant est de l'espèce (a), (6) ou (c); la série q a ses élé-

ments communs avec k répartis en deux groupes de deux et

quatre éléments; dans le cas (a), on évitera les séries q qui don-

neraient lieu à l'ensemble d'une série cubique et d'une série

linéaire
;

2" Un système analogue au précédent, dont les couples sont

aa trois fois, \~ deux fois, vv'; le réseau correspondant est de

l'espèce (6), (c) ou {d)\ la série q contient un élément double

de /:, y touche A" et touche encore A en un autre élément
;

3" Deux systèmes comptant.deux fois de séries triplement tan-

gentes à/", et contenant l'élément double ordinaire àef\ les couples
de l'un sont v£ quatre fois, çv, tt/'; le réseau correspondant est de

l'espèce (e) ou (A), la série q ayant quatre éléments communs
confondus avec A

;

4° Quatre systèmes comptant quatre fois de séries triplement

tangentes à f, et contenant l'élément singulier spécial de f] les

couples de l'un d'eux sont ae trois fois, ^çr.
deux fois, !^v; le réseau

correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément

singulier de A, y touche k et touche encore une fois A;

5° Un système, comptant six fois, de séries doublement tan-

gentes à/, dont les couples sont vv deux fois, tC^ deux fois, av, av';
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de sorle que ces séries contiennent, avec élément tangent commun,
l'élément singulier spécial de f\ le réseau correspondant est de

l'espèce (/) ou (/r); la série q contient l'un des éléments auxquels

correspond une série linéaire double, et cet élément est commun
deux fois seulement à ^ et A"

;

6° Deux systèmes, coiTiptant huit fois, de séries doublement

tangentes à y, et contenant les deux éléments singuliers; les

couples de l'un deux sont ay trois fois, sç, ^-n, yv; le réseau

correspondant est de l'espèce (/); la série q contient un élément

double de A", et j touche la série quadratique qui fait partie

de A;

7° Un système comptant douze fois, de séries tangentes ày, con-

tenant les éléments singuliers de
/",

et ayant même élément tan-

gent en l'élément singulier spécial; le réseau correspondant est de

l'espèce (/), la série q étant quelconque; les couples du système
sont ys deux fois, y^ deux fois, aç, aT:.

C. On passe du cas général (H) à celui-ci en faisant coïncider a

avec
[X

et
ji.', y avec Tj, s avec x.

Outre neuf systèmes qui disparaissent, on trouve :

1° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes

à y, dont les couples sont aa trois fois, ;- trois fois; le réseau

correspondant est de l'espèce (6) ou (c) ;
la série q touche k en un

élément double de k] les trois autres éléments communs k k el q
sont confondus

5

2° Un système, comptant trois fois, de séries triplement tangentes

à y, et contenant l'élément cuspidal ;
les couples sont ys quatre

fois, ç- deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la

série q contient l'élément double de A', et les quatre autres élé-

ments communs à q el k sont confondus
;

3" Deux systèmes comptant quatre fois de séries triplement

tangentes à f, et contenant l'élément singulier spécial de f: les

couples de l'un d'eux sont as et vç, chacun trois fois; le réseau

correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément

double de k et y est tangente à A
;
les trois autres éléments com-

muns k q el k sont confondus
;

4° Deux systèmes, comptant douze fois, de séries doublement

tangentes kf, et contenant les éléments singuliers de f; les couples

de l'un deux sont ay trois fois, y; deux fois, stt; le réseau corres-
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pondant est de l'espèce {/)', la série q touche k en un élément

double et contient l'autre élément double;

5° Un système, comptant dix-huit fois, de séries tangentes à y* et

contenant les éléments doubles de f, avec même élément tangent

et l'élément singulier spécial ;
les couples sont v/ deux fois, vs deux

fois, aç, air; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q
contient l'élément de k auquel correspond une série linéaire

double.

D'. On passe du cas général (E) à celui-ci en faisant coïncider

6 et V, X et ç, \ et ir, a avec y et u. Outre dix systèmes qui dispa-

raissent, on obtient :

1° Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-

gentes à/; les couples de l'un d'eux sont Ôx cinq fois et os; le

réseau correspondant est de l'espèce («) ou (6), cinq des éléments

communs aux séries q et k étant confondus;

2" Un système comptant cinq fois de séries triplement tangentes

ày et contenant l'élément singulier; ses couples sont aa trois fois,

oO, cx, p.; le réseau correspondant est de l'espèce {h)\ la série q
contient l'élément double de â: et y est tangente à k\

3" Trois systèmes, comptant cinq fois, et analogues aux précé-

dents; les couples de l'un d'eux sont oA quatre fois, sX, î^x; le

réseau correspondant est de l'espèce {e); la série q contient l'élé-

ment double de A, et quatre éléments communs k q ei k y sont

confondus
;

4° Trois systèmes, comptant dix fois, de séries doublement

tangentes ày et contenant l'élément singulier, avec même élément

tangent; les couples de l'un d'eux sont ySi trois fois, x). deux fois,

aô; le réseau correspondant est de l'espèce («), la série q contenant

l'élément triple de k.

E'. On passe du cas général (H) à celui-ci en faisant coïncider

a avec y, r, avec Ç et u.', x avec x.

Outre onze systèmes qui disparaissent, on a :

1° Un système, comptant deux fois, de séries triplement tan-

gentes à/, et contenant l'élément double de/; ses couples sont

axcinq fois, sa; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (A),

la série q ayant cinq éléments communs avec k confondus;

2° Un système, comptant cinq fois, de séries triplement tan-

gentes à /, et contenant l'élément singulier spécial de /; ses
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couples sont as deux fois et r,x qualre fois; le réseau correspon-

dant est de l'espèce (e); la série q est tangente à k^ et ses quatre

autres éléments communs avec A" sont confondus avec l'élément

double de k\

3" Un système, comptant cinq fois, analogue au précédent, et

de couples TjT, trois fois, as deux fois, x'jl; le réseau correspondant
est d'espèce (/i); la série q louche k en son élément singulier et

en un autre élément;

4° Un système, comptant dix fois, de séries doublement tan-

gentes à y, et contenant les deux éléments doubles de f\ ses

couples sont ay] quatre fois, sx, au.; le réseau correspondant est de

l'espèce (y), la série q étant osculatrice à la série quadratique qui

figure dans k en un élément double de k\

5° Un système, comptant dix fois, de séries doublement tan-

gentes à y, et contenant, avec même élément langent, l'élément

singulier spécial de f\ les couples du système sont aa deux fois,

T,x trois fois, r:[ji;
le réseau correspondant est de l'espèce («); la

série q contient l'élément triple de k, et l'un des éléments de k

auxquels correspond une série linéaire double;

6° Un système, comptant vingt fois, de séries tangentes à /, et

contenant les deux éléments doubles de _/, avec même élément

tangent en l'élément singulier spécial; les couples sont a/j trois

fois, ax deux fois, tt\\ le réseau correspondant est de l'espèce (/);

la série q contient l'élément triple de k.

F'. Le cas général (I) conduit à ce cas, en faisant coïncider a

avec X et u, y avec i\. Outre ireize systèmes qui disparaissent on a :

i" Un système, comptant cinq fois, de séries quadratiques triple-

ment tangentes à/', et contenant l'élément singulier spécial; les

couples sont aa trois fois, y^ trois fois; le réseau correspondant

est de l'espèce (A); la série q touche k en élément singulier, elles

trois autres éléments communs à ^ et k sont confondus;

2" Un système, comptant quinze fois, de séries doublement tan-

gentes à f et contenant les deux éléments doubles
5

les couples

sont ay qualre fois, yç deux fois; le réseau correspondant est de

l'espèce (/); la série q contient les deux éléments doubles de k, et

est osculatrice en l'un d'eux à la série quadratique qui figure

dans k
;

3° Un système, comptant trente fois, de séries tangentes à/*, et
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contenant les deux éléments doubles de /, avec même élément

tangent en l'élément singulier spécial; les couples sont
"ff

deux

fois, av trois fois, a^; le réseau correspondant est de l'espèce (/);

la série q contient l'élément triple de A' et l'élément de k auquel

correspond une série linéaire double.

G'. Ce cas résulte soit du cas général (F) en faisant coïncider

a avec 9 et v, x avec tz,
A avec i; soit du cas général (G) en faisant

coïncider a avec r,, y, [x, jx'
et v, e avec x et ^, ^ avec X et •;:; dans

le premier cas, l'élément tangent double proprement dit est y,

dans le second v'.

Outre quinze systèmes disparaissant, il existe :

1° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes

à y, dont les couples sont vX six fois; le réseau correspondant est

de l'espèce (a) ou (6), les six éléments tangents communs à q el k

coïncidant; on exclura d'ailleurs dans le cas (a) les séries q

auxquelles correspondraient une série cubique et une série

linéaire;

2° Deux systèmes, comptant six fois, de séries triplement tan-

gentes à y* et contenant l'élément singulier; les couples sont, par

exemple, ax cinq fois, va; le réseau correspondant est de l'es-

pèce (e); la série q a cinq éléments communs avec A" confondus

avec l'élément double de A;

3° Un système, comptant quinze fois, de séries doublement

tangentes à y, et contenant l'élément singulier de /, avec même
élément tangent; les couples sont aa trois fols, xA deux fois, a*';

le réseau correspondant est de l'espèce (A*); la série q contient

l'élément triple de A";

4° Un système, comptant vingt fois, de séries tangentes à /et
osculatrices en l'élément singulier de y"; les couples sont ax et a).,

chacun trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/w), la

série q étant quelconque.
H'. Ce cas résulte du cas (H) en faisant coïncider a avec y, Ti, ^,

{A
et

!jl',
s avec x et -. Vingt el un systèmes disparaissent, et il reste :

1° Un système, comptant sept fois, de séries quadratiques tri-

plement tangentes à / et contenant l'élément singulier, dont les

couples sont as six fois
;
le réseau correspondant est de l'espèce (e),

et la série q a ses six éléments communs avec A* confondus avec

l'élément double de A";

An. — I. 20
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2° Un syslème, comptant trente-cinq fois, de séries quadra-

tiques tangentes à / et osculatrices en l'élément singulier; les

couples sont aa et as, chacun trois fois; le réseau correspondant

est de l'espèce (m), la série
rj

contenant l'élément de k auquel

correspond une série linéaire double.

I'. Ce cas résulte du cas (G) en faisant coïncider a avec Ç et tt,

Y avec X et )., r\ avec e et ^. Outre douze systèmes qui dispa-

raissent, on trouve :

1° Trois systèmes de séries quadruplement tangentes k f; les

couples de l'un d'eux sont aa quatre fois, [jl^jl', vv'; le réseau cor-

respondant est de l'espèce (b) ou (c); la série q a quatre éléments

communs avec A" confondus avec un élément double de k;

2" Six systèmes, comptant huit fois, de séries doublement tan-

gentes àf, et contenant l'élément triple deyavec un même élément

langent; les couples de l'un d'eux sont ay quatre fois, yiu., v^v; le

réseau correspondant est de l'espèce (i) ou {k), la série q touchant

la série linéaire qui appartient deux fois à k.

y. On arrive à ce cas en partant du cas (H) et faisant coïncider

a avec t: et ^,
/ avec

'/],
s et x.

Outre vingt systèmes qui disparaissent, on trouve :

1° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes

à y, dont les couples sont aa cinq fois et
[f-i*-' ',

le réseau cor-

respondant est de l'espèce (b) ou (c), cinq des éléments communs

d q et k étant confondus avec un élément double de k;

2" Un système, comptant dix fois, de séries doublement tan-

gentes à/, et contenant l'élément triple avec même élément tan-

gent; les couples sont yy quatre fois, a|ji, aii'; le réseau corres-

pondant est de l'espèce (i) ou (k), la série q étant tangente à la

série linéaire qui figure deux fois dans k, en un élément auquel

correspond une série linéaire double; les deux autres éléments

communs k q el k sont distincts;

3" Deux systèmes, comptant seize fois, de séries analogues aux

précédentes; les couples de l'un sont ay cinq fois et yu; le réseau

correspondant est de l'espèce (i) ;
la série q touche la série linéaire

qui figure deux fois dans k en l'élément triple de k.

R'. Ce cas résulte du cas général (J) en faisant coïncider a, y,

et 'f\.
Trente-six systèmes disparaissent, et il reste un système,

comptant vingt-sept fois, de séries quadratiques doublement tan- ^
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génies à/, et contenant l'élément triple de/* avec même élément

langent; le réseau correspondant est de l'espèce (k), et la série q

touche la série linéaire qui figure deux fois dans A* en l'élément

triple de k.

rv. — Théorèmes généraux sur les séries quartiques.

362. L'étude qui précède, et qui est nécessaire pour donner

une idée nette des séries quartiques, conduit par elle-même à de

nombreuses propositions. Nous allons en énoncer quelques-unes

comme exemples.
Considérons une série de l'espèce (D); en général, il lui cor-

respond quatre réseaux de l'espèce (/), dont la jacobienne est

composée d'une série quadratique et d'une série linéaire; en con-

sidérant les couples d'éléments bilangenls appartenant à ces

réseaux, on voit que l'on peut dire : les seize éléments, déter-

minés par les deux systèmes de quatre éléments tangents à la

série y" et contenant un des éléments doubles de/", appartiennent

quatre par quatre à quatre séries quadratiques contenant les deux

éléments doubles de /; ces deux systèmes de quatre éléments

déterminent donc le même rapport anharmonique.
Si à une série /"correspond un réseau de l'espèce (c), la corres-

pondance entre éléments associés, qui transformey en elle-même,

comprend en particulier une homologie involutive; si le réseau

est de l'espèce (d), celte correspondance se décompose en trois

homologies involutives.

Si le réseau est de l'espèce {/), la correspondance précédente
est une inversion ordinaire; s'il est de l'espèce (/), la correspon-
dance est une inversion telle que la série quadratique qui sert à la

définir se décompose; si enfin le réseau est de l'espèce (y) ou (A"),

la correspondance se réduit à une homologie involutive, cas parti-

culier de l'inversion, si l'on veut. Nous aurons l'occasion de

revenir plus tard sur ces inversions qui conservent la sériey dans

certains cas.

363. Si la série quartique est de l'espèce (L), c'est-à-dire com-

posée de deux séries quadratiques g^
et h, on voit qu'il existe trois
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systèmes de séries quadratiques bitangentes à ^ et A; chacun de

ces systèmes contient les éléments tangents communs k g el A,

répartis en deux couples; si
(ri) et

(t,), (Q) et (x) sont ces deux

couples, les éléments
{'rJH^) et(Qx) déterminent un élément (^) ayant

même pôle (x) par rapport à g et h; les éléments (a) et ((3) de la

série du faisceau (g, h) qui a (x) comme élément double, comptés
deux fois, forment aussi deux couples du système considéré.

L'application des théorèmes généraux nous fait retrouver cette

proposition connue : les élément de contact de (y)), (J^), (6), (x)

avec g et h appartiennent à une même série quadratique. On voit

encore que si une série du système considéré plus haut touche g
en (y) et (5), h en (t) et (u), les éléments (yz) et (tu) con-

tiennent (x) et sont conjugués harmoniques par rapport à (a) et

(P); les éléments déterminés par (yt) et (-sw), {yii)el (zt) appar-
tiennent à (^); les éléments (yt), (zii), (yii), (zt) touchent une

série quadratique; si une série quadratique contenant (y), (z),

(t), (u) a encore avec^ et h en commun (y'), (z') et (<'), («'), ces

quatre éléments déterminent une seconde série quadratique dou-

blement tangente à (g) et (h); etc.

Ces diverses propriétés se retrouvent sans peine de la façon

suivante. Si F = o est l'équation d'une série quadratique double-

ment tangente aux séries ^=0 et /i = o, on a

F = Xi ^ + ^'2 = — X, A -+- /î'2.

g' et h' étant des fonctions linéaires; donc

X,^-HX2/i = /i'-— é"'-;

de là résulte que ^^t g -i-X^h =0 est une série décomposable du

faisceau (g, h), ce qui détermine 1| et^^. Si l'on a par ce calcul

p el q étant deux fonctions linéaires, on en déduit

=; —
p.2 X2 A -H ( [J.2/>

—
;j.3 7 )2,

les ([x) étant des paramètres liés par la relation

l^f -4-4(12 1^3
= O.
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On pourra employer les formes canoniques de g et A, s'il est

nécessaire de développer ces résultats.

364. Voici maintenant énumérés quelques moyens d'engendrer

des séries quartiques, et se rapportant aux études déjà faites.

Si 1 on fait correspondre homographiquement les séries de deux

faisceaux de séries quadratiques, le lieu de leurs éléments com-

muns est une série quartique générale. On rapprochera de ceci le

théorème suivant facile à démontrer en employant les mêmes con-

sidérations qu'à propos des séries cubiques : Si une série quadra-

trique, contenant quatre éléments fixes d'une série quartique y, a

en commun avec f quatre autres éléments variables, toute série

quadratique contenant ces quatre éléments variables et un élément

fixe de /, aura encore avec y* trois autres éléments fixes.

Si l'on fait correspondre homographiquement les séries d'un

faisceau de séries cubiques et celles d'un faisceau de séries

linéaires, le lieu de leurs éléments communs est une série quar-

tique générale. On a le théorème correspondant : Si une série

cubique variable contient neuf éléments fixes d'une série quar-

tique/, et a en commun avecy trois autres éléments variables, ces

trois éléments appartiennent à une même série linéaire qui a en

commun avec y" un quatrième élément fixe.

On engendrera de même une série quartique à élément triple

en faisant correspondre homographiquement les séries d'un fais-

ceau de séries linéaires, et les éléments d'une série cubique ration-

nelle de seconde espèce; la série équivalente à la série cubique est

cinq fois tangente à la série quartique. En faisant correspondre

homographiquement les éléments (ç) d'un faisceau et les séries

quadratiques d'un même système quadruplement tangentes à une

série quartique, on engendrera encore une série quartique à un

élément double; les deux séries quartiques sont huit fois tan-

gentes. En faisant correspondre homographiquement les séries

d'un faisceau de séries quadratiques, et les éléments tangents

d'une série quadralique, on définit une série du cinquième degré
en général, à quatre éléments doubles; elle se compose d'une

série quartique à deux éléments doubles et d'une série linéaire, si

l'une des séries déterminées par deux éléments communs aux séries

quadratiques du faisceau se correspond à elle-même dans la cor-
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respondance indiquée; la série quadratique fixe est, en général,

cinq fols tangente à la série quintique; dans le cas particulier, elle

sera quadruplement tangente à la série quartique.

On pourra maintenant supposer que des éléments de différente

nature sont mis en correspondance non plus à l'aide d'une forme

bilinéaire, égalée à zéro, mais, par exemple, à l'aide d'une forme

linéo-quadratique ou doublement quadratique; dans ce dernier

cas, en employant deux faisceaux de séries linéaires, on engendre
une série quadratique à deux éléments doubles; les propriétés

connues de la forme doublement quadratique nous font retrouver

immédiatement la proposition relative à l'égalité du rapport anhar-

monique des deux systèmes d'éléments tangents à la série quar-

tique contenant les éléments doubles. On voit aussi qu'il existera

une infinité de suites de in éléments inscrite à la série quartique

et telle que les éléments de seconde espèce de cette suite, pris de

deux en deux, contiennent les uns un élément double, les autres

l'autre, dès qu'il existe une telle suite proprement dite.

Si l'on se donne encore une relation doublement quadratique
en (X) et

([ji)
et que, considérant Çk) et

([jl)
comme définissant

deux éléments d'une série quadratique, on cherche le lieu de

l'élément commun aux éléments tangents correspondants de cette

série quadratique, on trouvera une série quartique à deux élé-

ments doubles, quadruplement tangente à la série quadratique.

On voit par là qu'étant donnée une série quadratique quadruple-
ment tangente à une série quartique à deux éléments doubles, les

éléments communs à la série quartique et à un élément tangent

quelconque de la série quadratique se séparent en deux groupes
de deux, algébriquement.

Enfin, le problème résolu au n° 230 donne encore de nouvelles

générations d'une série quartique. Si {x) est un des éléments

d'une suite triple circonscrite à une série quadratique F et dont

les deux autres éléments appartiennent à deux séries g et A, le

lieu de
(.r), ou plutôt une partie du lieu de {x) sera :

1° Une série quartique à trois éléments doubles, quadruplement

tangente à F, si ^ est une série linéaire ou une série quadratique

doublement tangente à F, et h une série quartique à trois élé-

ments doubles quadruplement tangente à F;
2° Une série quartique pareille à la précédente, si g et h
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sont deux séries cubiques rationnelles triplement tangentes à F;

3° Une série quartique à deux éléments doubles, doublement

tangente à F, si ^ est une série linéaire ou une série quadratique

doublement tangente à F, et h une série quadratique ou une série

quartique rationnelle triplement tangente à F;

4° Une série quartique à un élément double, si g et h sont

identiques avec une série quintique à quatre éléments doubles,

cinq fois tangente à F; et l'on obtient alors une infinité de

suites triples inscrites à la série quartique et circonscrites à F, de

sorte que cette série quadratique fait partie de la cajleyenne de

l'un des réseaux des espèces (e) ou (A) correspondant à la série

quartique.

V. — La série quartique rationnelle.

365. Les séries quartiques rationnelles sont des espèces (G),

(H), (I), (J), (B'), (C), (E'), (F), (G'),
(H')_,

(F), (J'), (K').

La plus générale est celle d'espèce (G) à trois éléments doubles
;

si ceux-ci sont pris pour éléments fondamentaux, on peut écrire

l'équation de la série /":

-4- ibxXiXiX^^ ibiXix\xz-{- ibzXiXiXl^o;

les éléments tangents en 0|, Oo, O3 ont pour équations

azx\-r- 'i.biXiXz-k- a^xi^^o, ...;

ils appartiennent à la série quadratique

«l^l-l-«2Çi-+- «3^3
— 2*1 ÇlîS— 26, ;:5;,

—
2635,^2 = 0;

de même les éléments tels que ceux qui sont déterminés par û, et

les éléments tangents à f en O,, appartiennent à une même série

quadratique. On démontrera les mêmes théorèmes pour les six élé-

ments tangents à/" contenant Oj, ou Oo, ou O3.

Nous laisserons le soin d'éludier les modifications que subissent

ces propositions dans les divers cas particuliers, et de calculer

explicitement les différents éléments particuliers de la série /,

quand elle est rationnelle, en se servant de l'équation ci-dessus.

Les propositions générales fourniront de nouveaux énoncés

particuliers; ainsi dans le cas (I), la série / se transforme en
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elle-même par une homologie involutive : si donc O et Q déter-

minent cette involution, les deux éléments cuspidaux de f sont

alignés avec O, tandis que les éléments tangents en ces éléments

cuspidaux sont alignés avec fil;
la même chose a lieu pour les deux

éléments inflexionnels dey*; l'élément double dey appartient à û,

et son élément tangent double à O.

366. Quand la série quartique est rationnelle sans avoir un élé-

ment triple, on peut l'étudier comme résultant d'une série quadra-

tique par une correspondance quadratique birationnelle, en parti-

culier par une inversion.

Supposons la série quartique y de l'espèce la plus générale (G);
une infinité d'inversions générales lui font correspondre une série

quadratique quelconque ;
il suffît de définir l'inversion par O) par

exemple, et une série quadratique tangente en O2 et O3 à Q3 et ^2!

les éléments bitangents ou tangents stationnaires de la série quar-

tique correspondent aux séries quadratiques contenant O,, O2 et

O3, qui sont bitangentes ou osculatrices à la série quadratique

qui correspond à/.
Si l'un des éléments doubles de /" devient cuspidal, la série qua-

dratique correspondante devient tangente à l'un des éléments fon-

damentaux Q|, Q2 O'^l ^3'

Si la série /est de l'espèce (B'), de façon que Oj soit l'élément

double ordinaire, et O3 l'élément singulier spécial, on fera cor-

respondre à /"une série quadratique en employant une inversion

singulière définie par O, et une série quadratique décomposable
d'élément double O3, telle que la polaire de O, par rapport à

cette série soit l'élément tangent à/* en O3, soit Qj .

Si cette série touche Q|, l'élément double Oj de f devient cus-

pidal; si elle touche Î22> l'élément singulier spécial change de

nature : on obtient l'espèce (E') ou (F').

Enfin, si la série / est de l'espèce (G'), de sorte que O) soit

l'élément singulier avec Qo comme élément tangent, on lui fera

correspondre une série quadratique en employant une inversion

singulière définie par Oi et une série quadratique tangente

à C22 611 Oij et même osculatrice en O) à une série quadratique
fixe facile à déterminer; si / est de l'espèce (H), cette série

touche Q2'
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367. Étudions maintenant la série quartique rationnelle/ définie

par des formules de la forme

les fi étant des formes quartiques binaires par rapport aux (à),

qui n'ont pas de racine commune.

Ceci revient aussi à l'élude de la forme

g = çi/i(Xi, I2) + îtA^u U) + b/3(X„ X,).

Nous ferons

/, = aoXj-!-4rtiXjXj+6ajXfX|-f-4«3XiX|-4-a4X|,

/s=6oXt + 46,X3X2-t-662XfX| 4-463X1X1+64X1,

f3= coX^-i- 4ciXjX2-f- 6cîXf X|-f- 4C3X1XI+ CiX|.

Les coordonnées d'un élément tangent à / s'expriment sans

peine à l'aide des Çk).

L'invariant multiple fondamental est celui dont les racines cor-

respondent aux éléments inflexionnels dey"; soit

aoXf -!- aajXiXo-i- «îX^ «iXf -t- 2<2îX,X2-t- asXf a^Xf-f- 2^3X1X2-!- a^Xf

6oXf -f- '261X1X2-1- 62X1 6iXf -f- 262XiX2-(- 63X1 62X1-}- 263X1X2-!- 64X1

CoXj-f- aciXiX»-!- C2XI ciXj -f- aCîXiXî-f- C3XI c^Xf-f- 203X1X2-1- C4XI

nous avons ainsi une forme sextique que nous ne supposerons pas

identiquement nulle, de sorte que / n'est pas une série linéaire.

368. Cherchons la condition pour que trois éléments (X), ([x),

(v) dey soient alignés; si l'on fait

Xiî^ivi = /), zXiiirn= g, -Xi;a2V2=/-,

on trouve sans peine la condition

XjfijV, *,

«0
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racines sont égales, on obtiendra une équation pour déterminer

les éléments de contact des éléments bitangenls à y.

Si ()v) et (jx) sont des paramètres qui correspondent à un élé-

ment double ou triple àef, considéré comme réunion de deux ou

trois éléments ordinaires, les éléments (X), (|ji.), (v) sont alignés

quel que soit (v). Donc, pour déterminer les éléments doubles,

on écrira que les coefficients de v^, V)V2 et v^ sont nuls dans la

relation précédemment trouvée. On obtiendra ainsi trois relations

quadratiques entre f = 1) a, ,
w = );, piaH- )v2[jli,

v ^X^Y--^] alors

on pourra déterminer ces quantités facilement; si l'on veut avoir

une équation pour déterminer les (X), on éliminera linéairement

^-, u^, V-, iiv, çt, tu entre les trois équations précédentes et celles

que l'on obtient en multipliant le premier membre de la relation

respectivement par t, w, p.

Si l'on élimine linéairement les mêmes quantités entre les trois

mêmes premières équations et celles que l'on obtient en multi-

pliant le premier membre de la relation

a
1
^ -i- a2 if -r- as p = o

respectivement par f, u, ç, on obtiendra une équation dont le

premier membre sei'a vme forme cubique par rapport aux (a)

décomposable en trois facteurs linéaires; si dans chacun de ces

facteurs on remplace ai, a2, as respectivement par "k^,
— ^1^21 ^^i

on obtiendra trois équations du second degré, et les racines de

chacune d'elles correspondent à un élément multiple dey.
La discussion des dififérents cas qui peuvent se présenter est

facile à faire; voici les résultats obtenus : pour les espèces (G),

(H), (I), (J), les trois équations du second degré qui correspon-

dent aux éléments doubles n'ont pas, deux à deux, de racines

communes; si l'une d'elles a une racine double, il lui correspond
un élément cuspidal; dans les cas (B') et (C), deux des équations

dont nous venons de parler ont les mêmes racines distinctes; la

troisième a deux racines distinctes ou confondues, différentes des

précédentes; dans les cas (E') et (F'), deux des équations précé-

dentes ont les mêmes racines confondues; la troisième a deux

racines distinctes ou confondues. Dans les cas (G') et (H'), les
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trois équalions qui déterminent les éléments doubles ont les

mêmes racines distinctes ou confondues; dans le cas (F), ces

trois équations ont deux à deux une racine commune, et d'ailleurs

leurs racines sont distinctes; dans le cas (J'), l'une d'elles a une

racine double, tandis que les deux autres sont identiques et

admettent cette racine double avec une autre racine; enfin, dans

le cas (K'), les trois équations admettent la même racine double.



CHAPITRE XV.

LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE GÉNÉRALE.

I. — Définitions et formules générales.

369. Soit un espace E rempli par les éléments [x) et (^) des

deux espèces. Considérons une forme quadratique fixe

F = bV= FjiiF^ -+-. . .-4- 2 F23 07.2 373-1- . . .

que nous pouvons toujours supposer donnée de première espèce.
Les éléments définis par cette forme constituent Vabsolu de

l'espace E; il j a des éléments absolus des deux espèces.

La forme équivalente à F sera

avec

*23= F12F13— F11F2J,

Le discriminant de F sera D et, par suite, D^ sera celui de $.

La Géométrie métrique ternaire générale correspond à l'hypo-
thèse où D est différent de zéro.

370. Si {y) et (^) sont deux éléments quelconques de première

espèce, la distance du premier de ces éléments, considéré comme

origine, au second, considéré comme extrémité, sera le produit

par une constante m du logarithme népérien du rapport anharmo-

nique k déterminé par {y), {z) et les deux éléments (f) et {t')

communs à {yz) et à l'absolu F. Si donc yz représente cette

distance, on aura

yz = m\oq,{yztt'),

ou

yz - mlogA-,
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avec

I - k v'— */rr>

d'après une formule connue.

De même, la distance de deux éléments de seconde espèce (r,)

et (^), dont le premier est l'origine et le second l'extrémilé. est,

en désignant par u. une constante et (t), (t') les éléments com-

muns à ("rX) et 4»,

^ = alog(tiC~'),

ou

avec

t;:
=

.a logx.

— X _ y/— DF r.r;'

I +- y. ^f^i

La distance yz ou rX est donc la même que celle définie en

Géométrie binaire pour l'espace (yz) ou (t,^), à condition de

prendre pour éléments absolus de ces espaces {t) et (/'), ou bien

(-) et (t'). Il J a exception si (t) et (t'), ou bien (t) et (t) sont

confondus.

Dans le cas général, par suite, les remarques faites en Géométrie

binaire subsistent entièrement : si(y)el{z) coïncident, on déter-

mine je en prenant (yz) quelconque contenant (y)-

Si (t) et (^), ou bien (t) et (t') sont confondus, la distance yz-

ou rX devient nulle, à un multiple près de limn ou a/uîc; si, de

plus, (y) ou (tj), par exemple, appartient àF ou$, cette dislance

est indéterminée.

371. On peut écrire, en vertu d'identités connues,

yz Yyz . yz /* V2>^

2im
y/Fj. F-. 2t//i

y/F,^F,i

*r,; ,. fX _ /Py^Fr.r- .

dans ces formules, les radicaux ont des déterminations arbitraires ;

/ désigne \'
— i .

Pour avoir plus de précision, appelons (i) l'élément {yz)^ sup-
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posé donné, el faisons

(yz)i _ (vz),_ _ (yz h _, .

—7— — —
£

— —> —
K}'^)-,

çi Ça Ç3

de sorte que (jK^) est une quantité parfaitement déterminée et telle

que si (;/) est un nouvel élément de (i), on a

(73)-+-(zm)-4-(mj^) =0;

de même, (a:) étant l'élément {y^)-, faisons

X^ X-i Xz
^ '

Orientons l'espace en fixant la détermination de y/D; de plus,

orientons aussi un élément tel que (^), en fixant le signe du

radical sj^x'^i et un élément tel que (i), en fixant le signe du

radical y/<ï'|s
et écrivons alors

'yz Yy. . yz (j;:)/*?^
11m

sj^y.yj^..
2 «m

sl^f-sl^-j

nous voyons que la distance de deux éléments orientés, apparte-

nant à un élément lui-même orienté, est définie complètement
à ^imTZ ou 4^ [J^Tt près. Si {x), (y), (z) sont orientés et appartien-

nent à un même élément orienté, on a

yz -h zx -{- xf ^ o (mod^iniTz).

La distance d'un élément (y) à lui-même orienté de façon

opposée est lim-.

Deux éléments de même espèce sont dits perpendiculaires

quand ils conjugués par rapport à l'absolu. Si {y) et {z) sont

deux tels éléments, on a

yz ^ im ~ ( mod 2 ini 7t ),

quelles que soient les orientations.

Deux éléments d'espèce opposée qui sont pôle et polaire par

rapport à l'absolu sont dits normaux ; chacun d'eux est le lieu

des éléments perpendiculaires à l'autre.
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Si un élément (y) est orienté, on peut regarder l'élément nor-

mal (t,) à (y) comme orienté lui-même; en effet, on peut prendre

pour les (tj,) les quantités F^..,
et alors on peut écrire

De même, si (tj) est donné, on peut prendre pour les Çyi) les

quantités $y., et écrire

Si (y) et (2) sont respectivement normaux à (r[) et (^) et sont

orientés de façon correspondante, comme nous venons de le dire,

on a

2t/n liiL
(moda-îc).

372. Considérons deux éléments d'espèce différente ( r) et (!^);

si (z) est normal à (Q, l'élément (yz) est perpendiculaire à (^);
c'est le seul qui jouisse de cette propriété et qui contienne (y), st

du moins
( r) et (^) ne sont pas normaux. Les coordonnées de {y^)

sont les quanti tés ^^2^;,
—

.Xs^î.î • • ., et Ton a

nous orienterons (yz) en donnant une détermination fixe au

radical y'F_^.i$^i
— D{y j ^)-.

La distance (yz) est alors facile à calculer; on a

r- ^rK)/D rz _ \/Fj.,<Pr,-D{y\^f

La dislance^Ç de (y) à (^) sera définie par l'égalité

yZ^yz -r- im- (mod4t/nr),

de sorte que, en particulier.

Fj.= /*;.

Si (t) est l'élément commun à {^) et (yz), les coordonnées

de (t) sont {y\ C)^^,
—

J't^CS . . ., et par suite, on a

F,.= [F^.*r._D(j^K)'l*ç.;
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par suite, on peut considérer (<) comme orienté, si l'on se donne

l'orientation de ((^)
et celle de (yz), en faisant

alors, on a sans peine

yl^l^yt (mod 4 im-),

car (t) est tel que

zt '^^ iniiz {xivoà^im.-).

Des considérations analogues définiraient la distance "Qy àe (^)
à {y)', ('f\)

étant normal à (y), l'orientation de
(v)J^)

serait déter-

minée par celle de(yz), et en effet ces deux éléments sont nor-

maux; (6) étant commun à (y) et (tjs), l'orientation de (0) est

déterminée, et l'on a

Çj = ^6
=

Ç-r, -+- j
;j.- ( mod4 IJJ-^) !

par suite aussi

^4-^=- (modaTT).
2ini iiix

Quand la quantité F^s^^î
— D(j^|Q- est nulle, c'est que,

comme on sait, (y) appartient à l'un des éléments tangents à F

qui ont pour éléments de contact les éléments communs à (J^)

et F; dans ce cas, on a

yZ^imiz (modstmTï),

quelles que soient les orientations; (y) et (^) sont perpendicu-
laires. Quand (y) et(Q sont normaux, on a

Si (y) et (z) sont respectivement normaux à (vi) et (Q, on a

ZS-^2L± (modaTT).
ii/n iiiJ.

373. Les formules développées dans ce qui précède permettent
d'énoncer de nombreuses propositions sous une forme nouvelle

en y introduisant les notions de dislance.

En voici deux exemples. Si quatre éléments (y), (z), (t), (u)
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appartiennent à un même élément (^), leur rapport anharmonique

peut s'écrire

(yt)(zu)

en adoptant des notations indiquées plus haut; et par suite,

. rt zu
sin-:^— sin—:

—
iini iim

{yztu)= = z^.
vu . zt

sin-=^— sin—:
—

iim iim

Si un élément (ç) appartient avec {r^) et (Q à un même faisceau,

son équation peut s'écrire

X,(ar|T,)-HXî(j7|0 = o,

et réciproquement; mais cette équation s'écrit aussi

Xi4>Y)>sin
—;-^ -4- Xj *r» sin—r^ = o,

d'où une proposition facile à énoncer.

374. Considérons une suite de n éléments (j;), {y), (s), (f),

(m), . . .
,
dont le dernier soit (w) ;

son étendue sera

S = xy -i-yz -h zt -{- tu -^— -+- wt.

La suite équivalente de seconde espèce (^^), (jyz)i (^')î ('")» • •

ou (^), (r,), (^), (Q), . . . aura de même une étendue

Comme on peut écrire

S = (xy-hyz-i-zx) -i-{xz -i- -s? -+- tx) -+- (xt ^ tu-*- ux) -f-. ..,

on voit qu'on peut ramener le calcul de S à celui de l'étendue

d'une suite triple; il en est de même pour S. C'est ce calcul seule-

ment que nous allons développer.
Soit donc une suite triple (a;), (y), {z)\ désignons par (|), (r,),

(î^) les éléments {yz), {zx)j {xy) de la suite équivalente et sup-

posons que l'on ait

{y^)i=\h ( zx ),-
=

Tj,-, (xy )i
=

Ç/.

An. — I. a6
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Un calcul direct donne d'abord

sin-
Fa-r F^-/^ 4- F^.- F^^ v/*^+ F..^ F.y/*^— /*?^ /*^ /*?

iim F 2F sF

S ^ Fy, F^^ F^3,
-

Fy^/^s/^— F^^ v/¥^y/^
2i/n F^aFv^Fr^

'^F^y/4>Y

j,. i
y-

On voit que l'étendue S est définie à un multiple près de ^innz,

quand l'orientation de (^), (tj), (Q est connue.

Si l'on veut ne faire figurer dans les formules précédentes que

les(;r), {y), (z). on remplacera <&|î, par exemple, parF^îF^s
—

F^^.

Supposons maintenant qu'au contraire on ne veuille plus faire

figurer dans les formules ci-dessus que les (^), (tj), (Q; on a suc-

cessivement

(xyzy=ar,Q,

D(biOFx»=<i>r,= *!:^-*^Ç,

cette dernière notation représentant le déterminant

*5' *?/) *?::

*5ri *ri» *o^

«Î>|Ç */lî *!:"

€t, par suite, après suppression d'un facteur commun haut et bas,

Sin —r- = — U (^Tf]g __ , -;
; ^

. -, .
-

>

2 iW
(*^j;+ /*^. /*;;.) («Ï>î:ç

+ y/*^ /*^) (*$^+ v/<t>$»^)
s Dnb;0^

2 i'm
( <ï,^ç

+ ^^, y/^, ) ( 4^^^+ /*^ /*^. ) ( *5o -^ /*^/*^ )

On aurait des formules analogues pour déterminer l'étendue S de

la suite (i), (r,), (J;).

375. Si les éléments fondamentaux n'appartiennent pas à l'ab-

solu, on peut prendre

F = xl -^- xl -{- xl -h Q. cos 61 372 3^3+ 2 cos6îar3a?i + 2 cos 63^:1 arj;

si nous supposons m = p.
= —

., pour simplifier, et si nous orien-

tons les éléments fondamentaux en prenant pour O,, Xi=i et
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^¥x'= I
,
on a d'abord

cosOtOj= cos9i, cosOjOi= cosOj, cosOiOj= cosOs.

On a aussi

* = sm»8,ff-f-sin«ejf|-;-sinîOjÇ|-l-2(cosesCosOj— cosO,)|,|3

-H 2(00563 cosôi— cos6i)ç3$i-i- 2(cos6iCos6,
— cos 63)^1 Çj;

orientons les éléments fondamentaux de seconde espèce en faisant

pour ûj, Çj= I et ^'4»ç«= sin8/; alors on voit que l'on peut consi-

dérer 6,, 62 et Q3 comme les dislances O2O3, OsOj et 0| O2.

D'ailleurs, ici

D = I -;- acosOiCosOjCOsOs— cos'Oi cos-62— ces' 63

. e,-f-e,-i-03 . _e,-<-e,-4-e3 . 6,-62-^93 . 6,-^9,-63= 4 sin = sm sin sm •

On a aussi

cos9iCos63— cos9, .
——— /D

cosû,Û3= : ^ ::„. -y sinOjii3
sin 62 sin 93 sin 9^ sin 63'

. „ /K i-4-cos9|-f- cos92-i-cos93
sinS = — ^IJ

cosi = I
—

(i -V- cos9i)(i-}-cos9,)(iH- COS93)'
D

(i-^ cos9i)(n- cos9i)(i-f-cose3)

Si la série triple formée par les éléments fondamentaux est

conjuguée par rapport à l'absolu, les formules précédentes sub-

sistent, avec 6| = Oo= 63= -
> et les expressions générales relatives

aux distances.se simplifient : les coordonnées sont alors ortho-

gonales.

Remarquons encore, dans le cas général, que l'on a

sin 9/ /Fx» V *S'

d'où une interprétation métrique immédiate du rapport de deux

coordonnées d'un élément.

De même, si (a:) appartient à û| de sorte que Xi = o, on a

. —pr- ar3sin9, .
—-r- a:îsin9,

sinarOi= f sinar03 =
/Fxi

Xi
et, par suite, une interprétation nouvelle du rapport

—
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On tturail de» fonnulos onuloguo» pour un t^lt^mcnl tie seconde

espèce (Ç).

Nous n'iu«HivSlcrons pas sur k\s iu)nstU|uiMicos do cos roinartjuos.

Nous observerons seulement que, si Ton considO're l'ospaco l\

eonime un point tel que les él<5n\cnts do première et de seconde

evsp(^ec soient les droites et les plans (pti passent par ce p»»inl, la

llit^orie «pic nous venons de il<^('U>pp<'r coïneido inauifVsloinont

ftvec celle des angles dans cet espnee, à condition de iHîmplacer le

mol rfistofiiY pnr nfi:!lr, et de proudrr eontnu' absolu le cône iso-

Ir^opc qui a son somntet au point considc^rt^. Par suiie encore, celte

théorie correspond à la (iéométrie métrique sphérique, et les for-

mules de ce numéro sont celles de la Trigonométrie spliérique.

370. Il serait facile, avec les formules que nous avons indi-

quées plus haut, de retrouver les propositions connues de la Géo-

métrie f»phéri(|nc relatives aux triangles, aux transversales, etc.

.Nous nous contenterons d'indiquer quelques résultats.

Si Ton considère la suite triple fondamentale 0,Oa()s, avec les

mêmes notations qu'au numéro précédent, l'élément 11, perpendi-
culaire à U, et contenant O, aura pour équation

.r|(eo80»co«0|-'CO80t) — irj«^co»Oi co«0| oosft,) rt o;

les trois éléments ttt, n« et 11$ sont par suite alignés,

l.*élénienl P,, perpendiculaire i^ O, et contenant U,, aura de

mén»e
\\k\\\v é«]uation

^iCOsOj— ÇiCosOjk: o;

les trois éléments Pi- sont «lignés,

La distance OgO« a deux milieux; Pun M,, inl^riûur, tel que

MiO, 4- M|0»ai« (modan);

l'aoïi , M
^

. ,-.i ,,'^ ,,-,tf , i< I

.i»u-

ces deux milieux M, cl M*, sont évidemment les éléments doubles

de rinvolution tiéterminée par Oj et t^, d'une pari et les élé-

ments couuuuns À 0, et j\ l'absolu d'autre part.
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Lti équation» de 0, M, «^l C), M', sont respectivement

On voit que les 0,M/ sont des ëlémenis align<*s; il en est de même
de 0,M,, OâMj, OjjM^ pdf exemple; les M, sont des éléments

alignés; il en est de même de M,, Mj, Mj par exemple; et ainii

de suite.

Considérons le lieu des éléments {^) tels que l'on ait

c« sont les séries linéaires

co«0»*i-^A -"€«>«')»*»— db(coiOiA-»- crt«ôl4^^-4-*»);

elles contiennent respectivement M, et M', et sont perpendicu-
laires A 0, ;

on petit énoncer, pour les six séries linéaires ana-

logues, des propositions seml>lahl<^"« ^ voWon
*nii pvfWv^.loni rol^ti-

vemenl aux 0<Mt et 0,M|.
On envisagera de la même façon les milieux des distances telles

que iiiiïit.

On n'oul)ll«;ra p.<s, «raillomis, «^vu;
lu pliipail »I<;h proposilions

précédentes, qui prennent un intérêt spécial en Géométrie mé-

trique, correspondent à des propriétés plus générales de la Gêo-

niélric projectivc, qu'il serait facile d'énoncer. Mais il est inutile

de donner pins d'indications sur ces théorèmes spéciaux que l'on

peut multiplier à volonté; il est suftlsant d'avoir montré leur ori-

gine générale.

II. — Les mouvem«nU ei les Invariants métriques.

1177. Lu dislance de deux élôinenis quelconques ne change pas

iptantl
on fait un changcnieul de coordonnées, ou une transfor-

mation homographique quelconque, à la condition que les con-

stantes m et
jjL gardent leurs valeurs, et que, dans le dernier cas,

le nouvel absolu «oit l'ancien transformé.

Transformons maintenant les éléments de l'espace E par une
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homographie quelconque a-

o-i = Xi ar'i
-4- [^1 ar'2 -h vi 373 ,

373 = Xsx'i -+-
[i-sa^'j

+ vsa^'s,

les (x') étant rapportés aux mêmes coordonnées que les (.r), et

laissons l'absolu invariable, ainsi que les constantes m et
[J..

On peut rechercher les homographies a- qui sont telles que la

distance de deux éléments quelconques soit égale à la distance des

deux éléments correspondants, au degré près d'indétermination

qui se présente toujours quand il s'agit de distances.

La considération des éléments à distance infinie montre tout de

suite qu'une condition nécessaire est que, si l'on applique la sub-

stitution 0- à l'absolu, on retrouve l'absolu lui-même, et cette con-

dition est aussi manifestement suffisante. Les substitutions cr cher-

chées sont donc telles que l'on ait

et d'après l'identité

Fv
Fu

~
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Les substitutions t cherchées sont donc de la forme

J?, = (a»i to'j -T- 0)2 Wj)a^j -r- 2 0)1 CD 2^7 j -î- 2a)'j 0), x'j,

Xi= o)
j
o)

I ar'i -+- o)] ar j -f-
a)'i^ x\ ,

3*3= 0)2 O) j a?',
-i- 0)|d:j-4- iti'^x'^,

et, en faisant lo, w!,
— Wo

w',
=

to, on a
()^|J.v)

= w', tandis que les

rapports tels que pA sont égaux à w^.

Inversement, on a

ta^x\ = ( 0)1 0)2 -f- o)2 0)i)a'i
—

20)20)23:2
—

itùiOi'iXz,

toîar'j
= —

o)'i oj'j aTi -t- 0)2*0:2-1- w'i^aTa,

to*a73
= — tOiWjari-H o)| a:2-r- ii}] X3.

Si F était donnée sous la forme la plus générale, on chercherait

d'abord une substitution

xi = ÀuXi-i- X12X2-+- X13X3,

272 = X21X1-+- XïïX^-r- X23X3,

^3 = ^31 Xi-t- X32X2-+- A33X3,

qui mette F sous la forme X^— 4^2X3, à un facteur près; appli-

quant alors aux (X) l'une des substitutions (t précédemment
définies et supposant que les formules précédentes donnent

8Xi= [liiXi-r- l^nXi-h [liiXi,

ô étant le déterminant des coefficients Çk), on trouvera

Ôjr,= Sjt} j [Iyi[X,i(o)iO)2-+- 0)2 0)'i)-4-X,-2«>iO)'i -I- X,-3 0)2 0)j]

-h ;Jly2[2X/iO)i 0)2 -f- X/2 0)| -H Xj3 0)| ]

-H i^j3 [ 2 X,i O)', W'j + X ,2 W? -H X/3 O)',2 ]
I

.

Si, par exemple, on a

on fera

a:i = Xi,

372 = — iX2— 4X3,

X3 = X,— X3,

d'où

2iXi = 2i.ri,

2 1 X2 = — a:» -t- i-p3>

21X3= — J-2— ijr3,
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et l'on obtiendra des formules semblables à celles connues sous le

nom di'Olinde Rodrigiies.

379. Les substitutions a que nous venons de déterminer sont

des mouvements. Si (ar) et [x') sont correspondants, on a

on peut donc considérer [x') comme orienté en se donnant la

détermination y/F^r-s, et, par suite, {x) comme orienté, en fai-

sant y/F^2=r zh to y/F^ 5,
le signe étant toujours le même ;

de même,
on a, si (^) et (^') sont correspondants, <5|2= w2$|5 et l'on peut
considérer (^) et (^') comme orientés simultanément, en faisant

y/$Ç'3=z ± oi
\J^i'-,

le signe étant le même que plus haut. De même

enfin, la quantité y/F^^ ^^^
— D

(.2: | ly peut être considérée comme
ne changeant pas de valeur après la substitution <j. Ces conventions

faites, et nous les conserverons par la suite, on voit que la distance

de deux éléments quelconques est toujours égale à celle des deux

éléments qui leur correspondent, et cette propriété justifie le nom
de mouvement donné plus haut aux transformations o- qui nous

occupent.
Un mouvement est une homographie dont les invariants sont,

avec les notations du n° 206,

t = (uj (1)2 -+- aj2 w'j + 0)] + 0)'^ ,
i := o) i, d = ui^,

et, par suite, vérifient la relation

y3— di^ = o.

Ces formules sont d'ailleurs valables quelle que soit la forme F.

La condition j^
— di^=o exprime, comme l'on sait, que si la

transformation <7 fait correspondre (x^*^) à (;r), (x^^^) à (x^*^), . . .
,

les six éléments (x), (x^^^), (x^^^), (x^^^), {x^'^^), (x^^^) appartien-

nent à une même série quadratique, qui contient aussi par suite

tous les éléments (x'"^).

L'équation en
p se décompose en

p
— co = o

et

p2-f- (10
—

t)p -f- w2 = o;

O) n'étant pas nul, on n'a comme cas particuliers possibles que
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ceux qui correspondent aux hypothèses / -f- to = o, i— 3w = o.

Dans le cas général, à la racine co de l'équation en p correspond

un élément double (x) défini par les relations

Xi arj X:-.

U)i lOj U>j (Oj

et un élément double (1), normal à (x),

Wj— w,

nous appellerons ces deux éléments O et û.

Il est clair alors que les autres éléments doubles sont les élé-

ments communs à F et û, ou bien à et O. On remarquera
d'ailleurs que les éléments de F ou $ sont soumis par la transfor-

mation <T à une transformation homographique, et les éléments

doubles de ces deux homographies sont ceux que nous venons de

trouver.

D'après une proposition connue, si [x) et {x') sont deux élé-

ments correspondants, la distance (Ox){Ox') aura une valeur

constante, qui sera la grandeur du mouvement; si (^) et (i') sont

de même deux éléments correspondants, la distance (ûç)(ûi')

aura la même valeur constante, a étant remplacé par m. En

orientant de façon correspondante les éléments (Ox) et (Oa;'),

qui sont correspondants, on trouve

(Ox)(Ox') l'—oi . (Ox)(Ox') v^ta>-i-0(3ai— i)
cos -; = > sm^^ —. =

;
2111 -2 0) 21 U. 2W

la dernière formule contient un radical dont la détermination cor-

respond à l'orientation de O; la première donne la signification

de i— to = o.

De plus, les distances Ox et Ox' sont évidemment égales, et

de même les distances û; et ûi'; comme le lieu de (x), quand Ox
est donnée, est manifestement une série quadratique, bitangente

d'ailleurs à F aux deux éléments doubles du mouvement autres

que O, la remarque faite plus haut sur la condition j^
— di^^ o

devient évidente. Ajoutons qu'une telle série quadratique ne

change pas par la substitution t, comme l'absolu.

On peut, s'il est nécessaire, simplifier l'étude d'un mouve-
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ment en supposant que O soit rélément fondamental O) ;
alors

t02 = co',
= o. On a

(Ox)(Ox') wf + co'.2 . (Oa:)(Ox') (co?
— w'2)/_i

Examinons maintenant les cas particuliers.

Si / — 3to = o, la racine w de l'équation en
p
est triple, et il ne

lui correspond qu'un élément double de chaque espèce. Ce cas est

limite du précédent; O appartient à F et ù est tangent à F en O.

Deux éléments correspondants (x) et (x') appartiennent à une

même série quadratique siirosculatrice à F en O, qui ne change

pas par la substitution o-.

Enfin, si i'+ w = o, la racine w est simple pour l'équation en p

et fournit, comme précédemment, deux éléments doubles normaux

O et Q, qui ne se contiennent pas; l'équation en
p
a en outre une

racine double — w, à laquelle correspondent tous les éléments

de Q et de O comme éléments doubles; l'homographie t est donc

ici une homologie involutive. On a

les formules simples données dans le cas général subsistent avec

l'hypothèse to, + t02= o.

Toutes les propriétés générales des homographies s'applique-

ront aux mouvements, sans qu'il soit nécessaire d'insister.

380. Les mouvements forment évidemment un groupe. Si deux

mouvements successifs ont pour paramètres W|, Wa, w, , w'^ comme

précédemment, et, avec le même sens, 9(, 92> ^\i ^a» ^6 mouvement

résultant aura pour paramètres correspondants

Qy = a)i6i-f- (o'i O2, ii'i
=

WiO', -+- w'j 0'2,

iîj = 10261-+- CO2 O2, ^^2
= W2O1 -f- w'2 Oj ;

d'ailleurs

ûiû',— Qjii'i
= (w,aj;

— W2w'i)(0i0;
—

OjO'i).

Ces formules, qui donnent la loi de composition des mouve-



CHAPITRE XV. — LA GÉOUÉTRIB UÉTRIQUE TERNAIRE GÉNÉRALE. 4*1

menls, s'obtiennent aisément en composant les deux substitutions

linéaires suivantes, qui s'appliquent à des variables binaires (A),

(A'),(n
Xj = tOj X', -f- to'j Aj, /'j

= 61 À^ -(- 6j Aj,

Xj = to» a', -1- Wj X j, X'j
= 6jXj -f- 6j Xj,

et qui donnent, en effet,

A I
= Qf A

I
—(— U I

A
2 )

Xî = ûîXî-f-û'jX^.

Ce fait est rendu évident par la remarque suivante : si l'on consi-

dère un élément (x) de l'absolu et que l'on suppose ^, = 2)x|)v2,

X2^=^^'i, a:3= Xi, cet élément devient, après la transformation o-,

{x'), et si les (V) sont les paramètres correspondants, on a préci-

sément
Xi = tOiXj-+-u)jAj,

Xî = Wî X
j

—
(1)', X', .

L'étude du mouvement a- est donc liée d'une façon fort simple à

celle de l'homographie déterminée par cette dernière substitution

sur l'absolu; les invariants de cette homographie sont d'ailleurs

tOj 4- o)!, = y/i -j- o) et (i>.

Cette remarque permet d'écrire facilement la substitution t

quand F est donnée sous une forme quelconque : il sufGra

d'exprimer rationnellement les coordonnées d'un élément de F en

fonction de )., et X2, d'effectuer la substitution linéaire précé-
dente sur les (a), et finalement de remplacer ).',', aV, V^, V^ par
leurs expressions linéaires en fonction des {ûc').

381. Les mouvements formant un groupe à quatre paramètres,
on peut, pour ce groupe, construire des invariants absolus d'un

système ternaire S quelconque. En gardant les notations du Cha-

pitre I, ces invariants seront distincts en nombre P — 4> en général,

et seront les solutions de quatre équations aux dérivées partielles

qu'il sera toujours facile de former en remarquant que le groupe
contient quatre substitutions infinitésimales qui correspondent
aux substitutions infinitésimales de la substitution binaire géné-
rale relative aux (A) définie au numéro précédent.
Dans le cas étudié précédemment, où F = x^

— ^^2^3, ces
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quatre équations, formant un système complet, seront

A,,F -+-2A22F =o, aAiaF -H A31F =0,

AiiF-HaAasF = 0, 2 A13F -h A21F = o.

On fera sur ces invariants métriques absolus les mêmes re-

marques qu'en Géométrie binaire.

On pourra les former en adjoignant au système S les coefficients

de l'absolu, et prenant ceux des invariants absolus ordinaires du

système S) ainsi formé qui sont homogènes et de degré zéro par

rapport aux coefficients de l'absolu. Il en résulte que les équations
aux dérivées partielles qui les déterminent pourront être formées

de la façon suivante en général. On considérera les neuf équa-
tions

dF
A„F-f-2Fn;^^
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les quatre équations cherchées seront

A,,F-4-A22F -H A33F =0,

A,3F — A3îF=o, A3,F — A,3F=o, A,,F — AjiF^o

382. On envisagera de même des invariants non absolus, qui

se reproduiront à une fonction près des paramètres des substi-

tutions qui caractérisent les mouvements. Dans le cas où l'ab-

solu est

F^a-f — 4a7ja73,

ils vérifient les équations

A,,F-t-2A,2F = fxF, 2AiïF-+-A3,F=o,

A„F-i-2A3,F=[xF, 2A,3F--A„F=o,

a étant une constante quelconque. Ils se reproduisent multipliés

par co!^. On pourra les former en cherchant les invariants ordi-

naires du système S, précédemment indiqué, et excluant le dis-

criminant de l'absolu.

Ces invariants sont indépendants en nombre P — 3 en général;

ce sont les invariants absolus du groupe particulier de mouve-

ments pour lesquels to = i .

Les invariants métriques absolus ou ordinaires correspondent
aux propriétés métriques absolues ou accidentelles du système S.

383. De même que nous avons étudié les mouvements, on

pourrait chercher des réciprocités dans l'espace E, telles que
l'absolu restant le même, et les constantes m et u étant échangées,

la distance de deux éléments correspondants reste la même; par
suite l'absolu serait changé en sa série tangentielle. On voit tout

de suite qu'on obtiendra toutes ces réciprocités en faisant d'abord

un mouvement, puis en remplaçant chaque nouvel élément par
celui qui lui est normal, c'est-à-dire en employant une réciprocité

involutive, dans laquelle les éléments correspondants sont pôle et

polaire par rapport à l'absolu. Nous n'insisterons pas sur l'étude

de ces transformations.

III. — Les cercles.

384. Les formules de la Géométrie métrique ternaire générale

permettent de retrouver facilement tous les théorèmes de Géo-



4l4 LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.

métrie sphérique élémentaire. Nous ne ferons pas celte étude, et

nous développerons simplement quelques points particuliers d'une

importance capitale.

Considérons une série ^quadratique de première espèce bitan-

gente à l'absolu, de sorte que son équation pourra s'écrire

(ajari-)- «2^2-+- «3^3)^-*- a|F.r»=o.

Nous pouvons dédoubler tout d'abord, en quelque sorte, cette

série en deux autres orientées, puisque son équation nous permet

d'exprimer y,/
—

F^^» en fonction rationnelle des coordonnées {x)

et que l'on a \J
— Fx-= isj^x^ '• ces deux séries seront donc com-

posées d'éléments orientés, et leurs éléments sont les mêmes,
mais orientés en sens différent. Une telle série orientée sera donc

a^Xy-^- oi.<iX2-\- «3^73-1- a^ y/
—

F.j.."
= o;

nous dirons que c'est une série circulaire de première espèce, ou

simplement un cercle; l'équation générale des cercles contient

d'une façon linéaire et homogène quatre paramètres a,, a2, as, a^ ;

le cercle correspondant à un système de valeurs de ces paramètres
sera désigné par Ca ainsi que le premier membre de son équation,

et ses coordonnées seront les (a).

Les séries linéaires sont des cercles particuliers pour lesquels

0.^=^0; l'absolu est aussi un cercle particulier.

Le discriminant du cercle Ca est celui de la forme quadratique

(a 1.27)2+ a? F,.,

que nous écrivons en considérant ai, a2, as comme des coordon-

nées ordinaires de seconde espèce; sa valeur est a|(<I>a^+ Da^).
Le facteur $a'+Da^ est une forme quadratique contenant les

quatre variables (a), et que nous désignerons par Fa»; quand cette

forme s'annule sans que a^ soit nul, le cercle se compose de deux

éléments tangents à l'absolu, à éléments orientés.

Si de plus 7-4 est nul, ces deux éléments coïncident.

385. La série tangentielle de (a |^)2+ a^Fa;'^ o est, après

suppression du facteur —
îy^»

on peut comme précédemment dédoubler, ou orienter, cette
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série, en fixant la détermination du radical
\^/
—

r^-; on obtient

ainsi une série circulaire de seconde espèce, ou cycle, d'équation

^aL% -+- /— Ta^ /— <ï»5» = o
;

ce cjcle est dit équivalent au cercle Cai ses coordonnées sont

^a,, ^ao *a3, V/" ^a^-

Le cycle équivalent à un cercle est complètement défini par la

détermination de \/
— T^^' on dit alors que le cercle C^ est lui-

même orienté.

Si r^î= o, le cycle équivalent au cercle C^ est une série linéaire,

l'élément double de Ca.

Quand a4 = o, le cercle Ca se réduit à une série linéaire (a), et

n'a pas à proprement parler de cycle équivalent; cependant

l'équation ci-dessus, obtenue après suppression du facteur a^, nul

dans le cas qui nous occupe, garde un sens, et définit un cycle

décomposable composé des éléments communs à l'absolu et à (a),

quiestditencoree^wàrt/e/iià(a). Ici y/
—

r^» se réduit à dzi^'
—

$a'j

et, en efl*et, la connaissance de ce radical oriente l'élément (a).

386. Si l'on considère directement un cycle Ta, d'équation

«lÇl-i-«î;2-i-«3Ç3-t-«* y/— *S» = 0,

on sera amené de la même façon à définir son discriminant

«^D(Frt5-f- D«^) ou alDCa'-'j la détermination du radical
y/
—

Ca'-

oriente le cycle. La forme équivalente à (a j i)^+ «^$55 est, après

suppression du facteur — a'^,

et le cercle équivalent au cycle donné orienté est

Fax -H y/— Ca' /— tV=o;

l'orientation de ce cercle, que nous désignons pour un instant

par Ca', est obtenue en faisant y/
— Ta*-^ Da^.

De même l'orientation du cvcle r^'

4,^ï4_y/_ra>v/-*;= = o,

équivalent au cercle Ca, est déterminée en faisant
y/
— Gaî= Da^.
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Ce seront toujours les cercles que nous supposerons donnés

directement.

387. Etant donné un cercle Ca, fixons encore la détermination

du radical y/
— ^a^ de façon à orienter la série linéaire (a), dont

la signification géométrique est évidente. L'équation du cycle équi-
valent s'écrit

— ^gg ^ /— Tg»

/— *S" s/— *«' /— *a»

OU encore

^lll y/— <ï>a.

de même, si (a) est normal à (a), de sorte que

ai = *ai, /— Pa' = v/D /— *«',

l'équation du cercle Ca s'écrit

ax — Fax «4 \/D
cos- . .

—
.

Il y a plus : on peut orienter (ax), en faisant

/- y/— F;c» y/— F^. y/— Fg.

et de même (a^), en faisant

/pT—-_ «t /— '^g' /— «^g'
Vl'(aÇ)"— / ^ '

V— *a»

et, par suite, il vient

sin-^— = ^^
-

, sm-^ =

3i nous posons

«4 y/i^ . /- To
cosp = y sinp =

/— *a« y/— *a»

nous avons donc, à des multiples près de ^imr^ et
ii\t^T^,

2//np est appelé le rayon du cercle Cg; {a) est le centre du
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cercle Ca- De même, le cycle r«, équivalent au cercle Ca, a pour

centre (a), et pour rayon ai'jxf p).

Quand on change le signe de y/
—

^a-, le rayon augmente d'un

multiple impair de nimTz ou 2ip.7î.

Quand a^ = o, de sorte que le cercle C» devient une série

linéaire (a), son centre est l'élément normal à (a), et son rayon

est dz im-, suivant que y^
— r^î^ ±\J— $«'•

Si le cercle Ca est décomposable, son centre est son élément

double, et son rayon est o, en choisissant convenablement l'orien-

tation du centre : on dit que c'est un cercle de rayon nul.

Quand ^y;.^o^ la série (a| xy -\- a^F^^^o est surosculalrice à

l'absolu; son centre est l'élément de contact de (a|x)= o avec

l'absolu; son rayon est essentiellement indéterminé.

388. Considérons deux cercles Ca et Gp, ainsi que les cycles

équivalents Ta et Yi,.

Les deux cercles C» et Cp ont deux éléments communs, appar-
tenant à la série linéaire Cap

Ca G? .... {oi\x) {^\x)
2V ?i OL, ^4

= o.

qui contient (a^S), et par suite est perpendiculaire à (ab).
L'élément commun à Cap et{ab) est le milieu évidemment inté-

rieur de la distance des deux éléments communs aux deux cercles,

le milieu extérieur de cette même distance étant (a^).

Si (;) et (t,) sont les éléments tangents orientés aux deux

cercles en un de leurs éléments communs, et si l'on désigne leur

distance par distance CaCp des deux cercles, on a sans peine

CaCs — TaS
cos—-'^ - '^

où Fap est la forme polaire de Fa'.

On a aussi

sin
CaCp v/D v/F,ap,»+ (a| <ï.p,_ 224 ^4*ap+ ?!*«')

/-TaV-rp.
et la détermination précise du second membre dépend de l'élé-

ment commun choisi.

An. — I.
i-j
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De même les deux cycles Ta et r^ ont deux éléments communs

appartenant à la série linéaire Tab

^^t;; v/-r^ v/=^r;^ \/=^
"*'

et l'on fera les mêmes remarques que précédemment.

La distance VaTi, des deux cycles, définie comme distance des

éléments tangents en un même élément commun, est donnée par

cos
Da,p4

389. Quand on a F^p
= o, on dit que les deux cercles C^ et Cp

sont orthogonaux ; de même les deux cycles Ta et Ti, sont ortho-

gonaux quand on a

*ap -+- /— l'a^ y/— 1>^
= o.

On a en même temps

GaCft TaTô
cos—;—^ = cos —-.

— = I,

ii\j. Il m

et l'on dit alors que les deux cercles, comme les deux cycles, sont

tangents; la condition de contact est donc

OU encore, en introduisant les rayons /• et s de Ca et Cp,

ab^±(r — s) (mod^ùmz).

Quand on a de même
«6 = ±:(r -(-*),

ou

ab ^ liniT^ ±{r -f- s),

on a

CaCp
COS ^

2t[J.

ou

COS—-.

— = — I,

et les cercles €« et Gp dans le premier cas, les cycles Ta et Tb dans

le second, sont dits quasi-tangents.
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De même, la condition d'orthogonalité s'écrit

ab r s
cos—-.

— = cos—-.

— cos—:— >

iini iim uni

et plus généralement, on a

ab r s
cos—-. cos—:

— COS—:
—

•iim iim iirn

2t{Jl

Ta^b

sin—:
— sin—^

—
iim iim

ab . r . s
cos—-. sin—-.

— sin—;
—

2 ini 1 im 2 im
r s

cos—:
— cos—;

—
2ini 2i/n

Quand on a r^î
= o, c'est-à-dire quand Cp est de rayon nul, la

formule qui donne C^Cp n'a plus de sens; mais on remarquera

que, sin —v— tendant vers zéro, on peut écrire

,. ,
. s GaCp \

( . s . GaCp
lim l sin—:

— cos—:—=-
;
= — lim I 2 sin —:

— sin* , .

11m ^'l'- / \ 2fm 41JJ1

ab r
cos—; cos—:

—
•1 im 2 im

La condition d'orthogonalité exprime ici que le cercle Ca contient

le centre (6) du cercle de rayon nul Cp.
Si Ca est aussi un cercle de rayon nul, on a

,. l . r . s . GaCs \— lim I 2 sin—:
— sm—:

— sin^ , . /
=

\ 11m 2 im 4 *
[J'' /

Dans les mêmes cas, on a

ab

i -4- cos-
ab . ,

ab
2 sin-—-; '

TaTb Ta Ta ab
cos—:

— = cos r—
:

2 im 2 im

et la condition d'orthogonalité exprime que (b) appartient à (2).

On fera des observations analogues dans les autres cas particuliers

possibles.
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On voit que si [x) est un élément d'un cercle Ca, l'élément

tangent à ce cercle en (^) est perpendiculaire à [ax).
Si [x) est orienté et est le centre d'un cercle de rayon nul, Ch,

on a ;

ou bien, en menant par [x) un élément tangent à (i^, dont l'élé-

ment de contact soit (f),

xt — (al x)
cos- — ^ I /

2 sin-
xt _ a^ \/

—
F^s-4-(a|a7)

ce qui donne une interprétation simple du premier membre de

l'équation du cercle Ca.

On en déduit, par exemple, que l'élément C^p défini plus haut

est le lieu des éléments {x) tels que, si {xt) et {xt') sont tangents
à Ca et Gp, {t) et {t') étant les éléments de contact, on ait

xtàixt'^o (modaTi).

L'équation de cet élément montre aussi que c'est le Heu des élé-

ments {x) tels que
ax bx

cos—-.

— cos—^—
ijm 2tw
r s

cos—;
— COS—T—

2im iim

On peut multiplier les remarques analogues.

390. Trois cercles Ca, Cp, Cy déterminent trois éléments Csy,

Cyaj Gap, qui, d'après leurs équations, sont évidemment alignés

en un élément dont les propriétés sont évidentes.

On en dira autant des cycles équivalents.

Ces trois cercles déterminent aussi un réseau de cercles

^ 1 Ca -i- ^2 Gp+ A3 Gy = o.

Les coefficients des équations de ces cercles vérifiant une même
relation linéaire et homogène, il est évident que tous ces cercles
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seront orthogonaux à un même cercle C5 facile à déterminer. Ce

réseau contiendra en particulier un faisceau de séries linéaires,

auxquelles appartiendra le centre de Cg, qui est par suite l'élément

commun à tous les éléments tels que C^y, obtenus en combinant

deux à deux les cercles du réseau. Le réseau contiendra aussi une

infinité simple de cercles de rayon nul, et le lieu de leurs centres

sera évidemment Cg.

391. Deux cercles Ca et C^ déterminent un faisceau de cercles

^iCi-H X2Cp= o,

qui ont tous en commun les deux mêmes éléments. Tous ces cercles

sont évidemment orthogonaux à tous les cercles d'un second fais-

ceau conjugué du premier; le premier faisceau contient une série

linéaire Ca^, lieu des centres de tous les cercles du second fais-

ceau. Il contient aussi deux cercles de rayon nul dont les centres

appartiennent à (ab), et sont communs à tous les cercles du

second faisceau; ces deux centres sont conjugués harmoniques

par rapport aux centres de Ca et Cp, si ces deux cercles sont

orthogonaux.
On peut multiplier, pour ainsi dire, indéfiniment ces propriétés

des cercles.

39:2. Considérons trois cercles C^, Cy, Cg, et cherchons le lieu

des éléments (a) relatifs aux cercles C^ pour lesquels on a, en

supposant dans tout ce qui suivra, pour simplifier l'écriture,

2im =
2i;jL

=
I,

cosCaC^ cosCjCv cosCaCg

\, a, V étant des constantes données.

Si p est la valeur commune des rapports précédents, on a

*a?-t- Dai?»-^ pX /-ra"/-r^.= o,

et deux équations analogues.

Le lieu cherché est donc l'élément linéaire

*a?
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Cette série linéaire contient un élément linéaire fixe, quels que
soient X, tx, v, déterminé par

^k T4 8,
'

déjà considéré précédemment.
Tous les cercles répondant à la question forment un faisceau,

puisqu'ils vérifient les relations

^ap-HD«4pt _ «l'aY+D«4Y4 _ «l'as+ Pat §4

Si Ce est un cercle du réseau (Cp, Cy, Cg), on a évidemment en

faisant

G.= wiCp-i- cooGg-i- (O3C8,

cosCaGg

0)1 À
^

+ 0)2 [JL ,
-1- 103 V

^

de sorte que tous les cercles G^ jouent le même rôle.

Si l'on se donnait un quatrième cercle quelconque Cj, et que
l'on voulût déterminer C» de façon que

cosCotCp cosCaCy cosCaCg cosCaCe
1

[X
V TT

Tz étant une nouvelle constante, un seul cercle répondrait à la

question.

Si l'on considère les cercles (a) tel que l'on ait simplement

cosCaCp cosGaCy—
X
— =—

r~"^'

p étant arbitraire, on voit qu'ils forment un réseau; d'ailleurs

comme plus haut

cosCfliCg

/_rp. vZ-Ty.
0)1 X -t- O); UL

/- rg. y/- rg.

si Cg est un cercle du faisceau (Cp, Cy) tel que Cg= w, Cp+ 0)3 Cp.

Si p est donné, cosCaCg est donc constant; en particulier, il sera
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égal à I pour deux valeurs de (w,, toa), et l'on peut dire que si un

cercle variable Ca est à une distance constante de deux cercles

Cp, Cy, il est aussi à une distance constante de tout cercle du

faisceau (C^, Cv) et, en particulier, il est tangent à deux cercles

fixes de ce faisceau.

On pourra répéter les mêmes propositions relativement à des

cycles.

393. Si l'on envisage deux systèmes de quatre éléments (a),

(?)> (ï)î (5) et (a), (P'), (f), (8'), la multiplication des deux

matrices

3tj
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Si n<<5, une opération analogue donnera, en multipliant

ensemble des déterminants ou des matrices analogues aux matrices

précédentes, mais dont le produit ne sera plus nul, la relation

suivante, où l'on a tenu compte de |cosaa'|4
= o, et de l'identité

de l^aa'ls avec le produit D2(a^Y)(a'|3'y') :

|cosaa'|„ cos/a

COSTa' I

COsGaC'aL:
SI n /'a sin rp

. . . sin r^' si a «' . . .

oli la notation employée au numérateur du second membre désigne

le déterminant |cosaa'|„ bordé par une dernière colonne formée

de cosTa, cos/'p,
. . ., I et une dernière ligne formée de cos/'a',

cos/-p',
. . ., I.

Si d'ailleurs /i > 4? on a évidemment

cosaa |„ cos/'a

cos/'a' I

= o,

de sorte que la formule précédente est générale, la valeur de ses

deux membres étant zéro pour /i >> 4-

Cette formule générale a de nombreuses applications évidentes.

Signalons seulement qu'on peut faire coïncider partiellement ou

totalement les deux systèmes de cercles. On peut aussi supposer

que Ca, par exemple, devienne l'absolu; alors on peut prendre

cotang/'a = — y/— i, cosCaCa' = cotangra' /-
cosaa

sinrot

Ca' peut aussi devenir l'absolu.

Si Ca est une série linéaire, cosra=o.
Si Ca est un cercle de rayon nul, on remplacera

= o.

sinraCOsCaCa' par
cosaa — cos/'a'

sinra'

Une formule tout analogue aura lieu pour les cjcles équivalents

aux cercles donnés.

394. Procédons comme précédemment, mais en employant des

déterminants ou matrices dont les premières lignes soient respec-

tivement a,, aa, as, a^, sJ—T^^ et ^a-,, *a',» ^a',^ ^A^ sj—^a.'^', on
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obtiendra de la même façon, en tenant compte des résultats déjà

acquis et employant des notations analogues, la relation générale

CaCJt
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pourra déterminer son rayon par la formule

—
i cot/'a cot/-p cotTy colrg

col /'a I

cot/'p cosG(xGp

colTy cosG-(Gy cosGpG

cosG^Gp cosG^Gy cosG^Gg

I cosGpGy cosGpGg

I cosGyGg

= o;

cotrg cosGaGg cosGpGg cosCyGg i

c'est une équation du second degré en colra', le problème a donc

deux solutions.

Si (x) est un élément du cercle C^, on peut le considérer

comme un cercle de rajon nul, et l'on a la relation

cosbx — cos/-ft cosc:r — cosry coso?.r — cos/'g
O O -. -. :

sin/'gsin/'ft

cosCaGp

sinr

cosGaGa.^r cosGafGg

cosbx —
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Dans le cas général, on peut aussi écrire l'équation du cercle qui

correspond à une racine de Téquation en cot/'^ sous la forme

I

o

cosbx— cosr^

sinrp

COSCÛC— COSTy
«in

/-y

cosdx — cosrg

sinrô

col rIX cot/-p cotTy cotrg

I cosG^C^ cosC^Gy cosCaGg

cosG^G^ cosGpGy cosCpGj

cosG-tGy cosGpGy cos Gy Gg

cosGjtGg cosCpGs cosCyGg

Si deux cercles Ca et Ca- sont tels que l'on ait

cosGaG^ = À, cosGjGy = ;ji, cosG^Cg = v,

cosG3t'Gs= '/.', cosG3[Gy= il', cosGji'Gg^ v',

on aura la relation

»
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"k, p., V, T étant des constantes données. Si o est la valeur commune
des rapports précédents, on aura, pour déterminer

p, l'équation

p-^
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OU bien

n l sm—î^— sin
V 2

C^Gc , . CftCg . GçCv , . C3G3 . CvCg
ir: sin—î^— sm '- zn s\n—^— sin— /

= o,

le symbole II indiquant un produit.

Cette formule s'appliquera en particulier à des séries linéaires

tangentes à un même cercle, et correspondra alors au théorème de

Ptolémée.

Elle permettra aussi d'écrire simplement l'équation des deux

cercles tangents à trois cercles donnés.

Si un nouveau cercle est tel que Cp, Cy lui soient tangents, Cg,

Cg quasi-tangents, on aura de même

, . CrCy . GoGr GqGg G^Gv
, G3G3 GyGg ,

ni sm—i-—^sin =ir cos—^^— cos- '- zn cos—^^— cos—î—- I = o.

De même si Cp, Cg sont tangents, Cy, C^ quasi-tangents à un

nouveau cercle, on aura

n( c
G^Gv GgGç . GpGg . G=Gv ^ G^Gç GyGg

Les hypothèses précédentes ayant lieu simultanément, on peut

choisir les signes des quantités telles que cos ^ ^ et sin—?_-ï de

façon à avoir

. GsGv . GgGj . GftCg . GçGy . GsGs . GvGgm—^-—=- sin -h sin_x— sin •- -i-sin—!-— sin—;—. = o,

. CftGy . GgG. GsGg G.Gy G3G. GyGg
sin—5-—- sm h cos—=-— cos -+ cos—^^— cos —-— = o.

CaGy GgC, . CsGg . G.Gv.
. GsGs GvCg

cos—î^—- cos -f- sin—!-— sin zn cos—!-— cos—-— = o;22 22 22
si alors, dans la troisième formule, c'est le signe inférieur qui

existe, on en déduit

CsGv GgGr GqGg GrGv . GsGr . GvGg
cos —^—'- cos r- cos—^^— COS '- — sin—^-— sin = o,22 22 22

et l'on en conclut qu'il existe encore un cercle tangent à C^, Cç,

quasi-tangent à Cy, Cg.
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De cette remarque résulte la proposition suivante :

Si l'on considère les quatre systèmes de deux cercles tangents

à trois cercles donnés, ou bien tangents à l'un et quasi-tangents

aux deux autres, on pourra former, en associant convenablement

quatre de ces cercles, un de chaque système, huit groupes de

quatre cercles, qui seront ou bien tangents à un nouveau cercle,

ou bien deux d'entre eux tangents, les deux autres quasi-tangents

à un nouveau cercle.

C'est le théorème de Feuerbach dans toute sa généralité.

398. Soient donnés trois cercles Ca, Cp, Cy, et cherchons trois

autres cercles Cx', Cp-, Gy', tels que les cosinus des distances CpCy-,

Cy'Ca, Ca'Cp,, Ca'Cp, Ga'Cy, Cp'Cy, CpCa, Gy'Ga, Gy'G^ soient

connus : c'est le problème de Malfatti dans toute sa généralité.

Les relations entre les distances mutuelles des cercles des deux

groupes Ga, Gp, Gy, Gp', Gy- et Gp, Gy, Ga-, Gp-, Gy' déterminent

cosGpGp' et cosGyGy' : il j a d'ailleurs huit solutions. On achève

alors facilement, et l'on trouve seize solutions.

Dans le cas du problème de Malfatti ordinaire, on a, par exemple,

cos Cp' Cy'
= cos Gy' Ga' = cos Ga' Gp'

= — i
,

cosGa'Gp
= cosGa'Gy = = i.

Dans ce cas, G^' étant tangent à Gp, Gy et quasi-tangent à Gp-, Gy-,

en posant

cosGaCy = a, cosGyGy = b, cosCaGp = c,

cosGaGa'=^, cosGpGp'=^, cosGyGy'=-3,
il vient

y/i-t-jK /' -H-3 = ± '-i ± /^(i— a);

en utilisant les relations analogues, on peut écrire

'-^^= ../.l^x [2
— /2(l— a)][2-t-/2(l— 6)][2-+-v/2(l

—
c}],

!i ^ I "T" W-
j

et les formules analogues; les radicaux ont des déterminations

arbitraires, et s =: dr i .

On a ainsi seize déterminations pour x, y, z; mais, en se servant

des relations laissées de côté, on voit qu'il faut prendre £ = i, et

il ne reste que huit déterminations.
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Le problème s'achève sans peine, sans qu'il soit utile d'insister.

399. Soient deux cercles Co et C| tels que le cosinus de leur

dislance soit a, et considérons les divers cercles C dont les

cosinus des distances à Cq et C, sont b^ et 6|; à l'un de ces

cercles, C^^, on peut faire correspondre deux autres cercles C^^_,

et C^^., dont le cosinus de la distance à C^ soit une constante

donnée f|.

Entre les cercles C existe par suile une correspondance dou-

blement quadratique symétrique. Si donc on part d'un cercle G^^

pour obtenir successivement C'„^.,, C),^2, ..., G^^i^, ..., les

cosinus des distances C),C'„+2j ^'n^ii+31 • • •» ^'n^n+ki • • • seront,

quel que soit C^, des constantes ioi 131 •••> ik, dépendant des

invariants de la correspondance doublement quadratique que
nous venons de signaler.

Il est facile de calculer ces constantes successives immédiate-

ment. En effet les cercles Co, C(, C^, ^'u+ai ^'n+k donnent

bo

b,

ik

h—h

bo bi 4 ik-h I

Nous savons que, en général, les cercles C seront tangents à deux

cercles du faisceau (Go, G,); si nous supposons que ces cercles

soient précisément Go et Gi, on aura simplement, en remarquant

que 1
— a ne peut être nul,

( I— ia)' -4- ( 1
—

Ia)2 -(- ( l
—

ifc-h)^
— 2 ( I

—
î'a) ( I— û)— 2 ( I — i'a) ( I— i'a-a)

—
2(1
—

ia)(i
— à-/j) — 2 ——

^ (i
— 4)(i— 4)(i— ik-h) = o,

d'où l'on tirera d'abord,

I— ij=4(l — i,) + 2
j--^ (I— l,)S

puis
( I — f,.,4-i ) ( I — i«-i )

=
( in— i\ y ;

si fA= ij c'est que C'^+/^ coïncide avec G^, ;
la série des cercles G'

se ferme d'elle-même.

I
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Remarquons que tout ceci peut être facilement rattaché aux

propositions analogues que nous avons rencontrées en étudiant

l'ensemble de deux, séries quadratiques. En effet, le lieu des

centres des cercles C est une série quadratique facile à définir, et

si l'on considère deux cercles consécutifs C^ et G^^,, l'élément de

seconde espèce défini par leurs centres a lui-même pour lieu une

série quadratique.
Nous ne développerons pas davantage les applications qui pré-

cèdent : elles suffisent pour montrer l'emploi des formules géné-

rales, et notre but n'est pas de retrouver toute la Géométrie

métrique.
Observons d'ailleurs que la théorie des cercles n'est autre que

celle des séries quadratiques bi tangentes à une série quadratique

donnée, présentée d'une façon particulière. Tout ce que nous avons

dit pourrait donc être sans peine énoncé d'une façon différente et

fournir de nouvelles propositions plus générales, au moins en

apparence.

IV. — Les substitutions conformes. — Les hypercercles.

400. L'équation d'un cercle contient d'une façon linéaire et

homogène quatre paramètres a,, 01.2, as, a^ qui sont les coor-

données du cercle. On peut donc envisager les cercles comme les

éléments constitutifs d'un espace à trois dimensions, et leur appli-

quer toutes les propositions de la Géométrie quaternaire, qui

seront exposées plus tard. 11 est cependant nécessaire de fixer,

dès maintenant, notre attention sur quelques points spéciaux de

la théorie nouvelle qui résulte du rapprochement que nous venons

d'établir.

Si l'on soumet les coordonnées (a) d'un cercle à une substitu-

tion linéaire quelconque, on transformera un cercle quelconque
en un autre cercle, et toutes les théories de la Géométrie quater-

naire générale, c'est-à-dire projective, trouveront ici leur appli-

cation. Mais, parmi toutes les substitutions linéaires possibles sur

les (a), celles qui ont un intérêt en Géométrie ternaire seront

celles qui pourront être considérées en même temps comme des

transformations, non plus linéaires d'ailleurs, faites sur les élé-
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menls (^). Ce sont celles-là seulement que nous allons envisager,

et ce que nous allons dire pourra être répété en partant des cycles,

et considérant les éléments (i) au lieu des (x).

La condition qui caractérise les substitutions que nous avons

en vue est évidemment qu'un réseau de cercles assujettis à con-

tenir un élément donné (y), se transforme en un réseau de cercles

assujettis de même à contenir un élément (y'). Les cercles Ca qui
contiennent (y) vérifient la relation

et, par suite, se transforment en cercles vérifiant une nouvelle rela-

tion linéaire

«i j'i -^ «272 + «'3 j; -i- alr'i = o.

où l'on obtient
jk', , y'.y y'3, y\ en appliquant à y, , y., y3 et y/— F^..

la substitution transposée de la substitution considérée.

Il faut ici avoir

F(rny2,r;)+X- = o,

et, par suite, on voit que les substitutions transposées des substi-

tutions considérées doivent conserver la série quaternaire définie

par F(j',, ^-2,^3) -i-yl'^ o, les (y) étant les variables auxquelles
sont appliquées ces substitutions transposées.

Ceci revient à dire que les substitutions données doivent con-

server la série quaternaire définie parF^i^ o, puisque les (y) et

les (a) étant considérées comme variables de première et de

seconde espèce, T^} est la forme équivalente à F(j",,^2) J's)-^ y".

Les substitutions considérées sont donc celles qui, dans l'espace
à trois dimensions rempli par les cercles, conservent un absolu

dont l'équation serait r^- :=:
o-, et nous voyons par suite, immédia-

tement, que ces substitutions changent ua cercle de rayon nul en
un autre cercle de rayon nul, et jouissent de la propriété fonda-

mentale de conserver la dislance de deux cercles.

Les centres de deux cercles de rayon nul correspondants sont

d'ailleurs liés l'un à l'autre comme deux éléments (x) et (a/) cor-

respondants.

401. Prenons l'équation de l'absolu sous la forme

F = Xl-i- 4X1X3= o,

An. - I. 28
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et définissons un élément [x) quelconque par les paramètres ()>)

et
([x)

des deux éléments de contact avec F des éléments tangents
à F qui contiennent {x)^ de sorte que

a^j = Xi [Xj-t- ^2 (-'•1) ^2=^mIJ^i, X:i=\ziLi.

Les paramèti-es (A) et (u.) jouent dans ces formules le même rôle;

mais, si l'on oriente l'élément (jc), il n'en sera plus de même, car

on a Fx^= — O^^Yi et donner un signe à \J
— ¥x^ revient à détruire

la symétrie qui existe entre les ().) et les (ix). Nous supposerons
donc distinctes les deux séries d'éléments (À) et ([x) qui consti-

tuent l'absolu, et nous prendrons \j
—

Fa-5=(Àa.). On peut dire

encore qu'en orientant les éléments (.r), on dédouble ces éléments,

chaque élément {x) non orienté donnant lieu à deux éléments

orientés, suivant que l'on prend une détermination ou l'autre

pour \J
—

¥x'- ;
suivant aussi que l'on assigne le premier rang aux

paramètres Çk) ou aux paramètres (a) qui déterminent {x). C'est

dans ce sens que nous avons déjà considéré un cercle comme une

certaine série quadratique dédoublée.

L'équation d'un cercle Ga peut s'écrire

ai(X] ;ji.2+ X2[JLi)-f- a,/! 'J-i -^ y-i\^'^-i-^ «4(^1 |J-2
—

^2[J-i)= o;

ce cercle est de rayon nul si l'on a ici

Fa^ = — 4 «1 + 4 «2 3t3
—

4 3c|
= O,

et, dans ce cas, le premier membre de l'équation précédente se

décompose en un produit de deux facteurs linéaires, l'un par

rapport aux (X)^ l'autre par rapport aux
([x) : ces deux facteurs,

égalés à zéro, représentent deux éléments tangents à l'absolu.

Les substitutions que nous étudions sont assujetties à changer
un cercle de ravon nul en un cercle de rayon nul; si donc, à l'élé-

ment
(.2;)

ou ().)
et

(jj.),
elles font correspondre l'élément {x') ou

()/) et
([a'),

elles seront telles qu'elles établissent des relations

linéaires entre les (X) et les (V) d'une part, les (a) et les (u.')

d'autre part, ou bien entre les (a) et les
(p.'),

les
([jl)

et les ()/).

On les obtiendra donc en posant soit

X
1
=

<Ti l\ -t- a', X'2 , [Xi
=

-Cl \i\ -f- t', \i\ ,

X, = a.], X'i -f- a
j
X

j , ^ij
= T,

i^ 1
-+- t', [Xj ,
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soit

À, = 7i JX,
-i- Tj Ji.j , fXj

= Tj a',
-+-

t', X'j ,

^•î
= ^î i^l -t~ 'î î^'î » [J^I

= "î ^>'l -^ 'î '! •

Les substitutions du premier type, que nous appellerons substi-

tutions conformes, forment dans leur ensemble un groupe; deux

substitutions successives du second tjpe équivalent, au contraire,

à une substitution du premier tjpe.

Une substitution du premier type, par exemple, transforme le

cercle Ca dans le cercle Ca', et l'on a

aj = —
(îiTj-i- s'iTî-i- TïTi -;- (72-:|)-h

—
(ffl":! -t- t'i T|)

«3 = «1 ( î^'i 'î -+- 'î M )+ =^2 ^'1 "1 -1- 23 'i -'î -i- 2t4 ( t', -r;
—

t; z\),

le déterminant de celte substitution est (t^t^, sia-„= ((yy),To^(TT').

Quant aux (x), on a

Xi = di -zi x\ -(- a j z\ a" j

-t- i
cr, t', (ar; -h /^F>) -H 1

d', -c, (a-',
- /— F,-.),

-
(a^i -+- /— FxO = 5, Tîa-'j -I-

ff'i t'j a-,

-
(a:,
— v''— Fi») = <îî-i a-'î ^- ff'î t', a-'j

— -
<î!-'i (a;; -i- /— F;r'»)-+-

-
^j'i(ar',

— /— Fx-»).

On a des formules analogues pour les substitutions du second

tvpe.

Nous remarquerons qu'un mouvement peut être considéré

comme une substitution soit du premier type, soit du second, dans
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laquelle les coefficients cr,, a-',, o-o, o-^
sont respectivement égaux

aux coefficients X), t, , To, t^. Si la substitution est du premier

type, on a
^'
— F^2= o-oy^

—
^x^', si elle est du second Ijpe, on a,

au contraire, \J
— Fa--= — o-oy/

—
F^^'^.

Ainsi, en particulier, on peut passer des substitutions de l'un

des types à celles de l'autre, en les composant avec la substitution

simple

A 2
=

[Jl 2 > ''•2
~-

Ai),

qui n'a d'autre effet que de changer l'orientation des éléments.

Les substitutions conformes déterminent un groupe à sept para-

mètres seulement, qui comprend en particulier le groupe des mou-

vements. A ces substitutions correspondent des invariants con-

formes^ absolus ou ordinaires, en nombre P— n ou P — 6 en

général, pour un système dépendant de P éléments. Il est clair

que l'on formera simplement ces invariants comme invariants mul-

tiples par rapport aux Çk) et aux (tx), quand on aura substitué ces

coordonnées aux [x). C'est ainsi que la forme

ai(Xi [J.2-)- X2[Jli;-r- a2Àl[J.l-i- a3>2;-l2-t- 5Ci (X j [Jlj
— X, ^l )

admet l'invariant multiple connu a^aj — a^+ a^, égal à -
T^}.

Quand on considère les {x), une substitution conforme est une

substitution linéaire sur .r,, x-2-. x^ et y/
—

F^-; ;
il en est de même

pour une substitution du second type.

402. Dans une substitution conforme, les quatre éléments tan-

gents à l'absolu qui correspondent aux éléments doubles des deux

substitutions faites sur les (X) et les (jx) se correspondent évi-

demment à eux-mêmes et sont les seuls dans ce cas, tant que l'une

de ces substitutions n'a pas une infinité d'éléments doubles. Par

suite, dans le cas général, la substitution conforme détermine

quatre cercles doubles, de rayon nul, composés des éléments tan-

gents à l'absolu que nous venons de déterminer, pris deux à deux;

les centres de ces cercles sont quatre éléments [x) se correspon-
dant à eux-mêmes. INous n'insisterons pas sur les cas particuliers,

dont l'interprétation deviendra immédiate après l'étude de la

Géométrie quaternaire.
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En général, les séries linéaires qui se transforment en séries

linéaires contiennent un élément fixe de coordonnées

TlT.
j
.*-T- J* -

, -"î •!>

Xi = TiT,
—

7i~I,

facile à déterminer en remarquant que x-, et
a',

sont nuls en

même temps.
Etudions le cas spécial où la substitution est involutive

;
il faut

et il suffit pour cela que les deux substitutions faites sur les
().) et

les (jx) soient elles-mêmes involutives, c'est-à-dire que l'on ait

C7i-I-T2=:0, Tj-i-T', =0.

Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se

transforment en séries linéaires n'appartient pas à l'absolu, nous

pouvons le prendre pour l'élément fondamental 0|, et alors

de sorte que l'on a simplement

X, = a', X'j, fi.,
=

x', }ij,

À* = T* À', , !Jlj
= -j -x',

.

Les éléments tangents à l'absolu, déterminés comme éléments

doubles de ces involutions, forment deux couples, et les éléments

de contact des éléments de chaque couple sont conjugués harmo-

niques sur l'absolu par rapport à Oo et O3. En combinant les élé-

ments de ces deux couples ensemble, on détermine deux couples
d'éléments de première espèce A et B, A' et B', les éléments AB
et A'B' contenant 0|. On voit aisément dans ce cas que tous les

cercles doubles pour la substitution envisagée sont ceux des deux

faisceaux déterminés par A et B, A' et B'; ces deux faisceaux sont

conjugués, et les cercles de l'un sont orthogonaux aux cercles de

l'autre.

Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se

transforment en séries linéaires appartient à l'absolu, on peut le

prendre pour O3, et alors
7',
=

t',
= o. On se trouve dans un cas

limite du précédent.
Dans tous les cas, en composant une substitution conforme

quelconque avec un mouvement convenablement choisi, on verra
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sans peine qu'on peut la ramener à une substitution conforme

involutive.

403. Supposons maintenant que l'on considère une substitu-

tion du second type-, les séries linéaires qui se transforment en

séries linéaires contiennent encore un élément fixe déterminé

comme précédemment. Si cet élément n'appartient pas à l'absolu,

prenons-le pour O), de sorte que

a.>

Tl T, T2 Z.2

S'il jainvolution, on au',
=

':',
= cr^=To = o, et de plus g-, Ti^o-'^t.,,

de sorte que, avec cette condition, on a simplement

Xi = (Ti p-'i, |J.,
=

~lX'j,

A2='3'2p.2) ,'-'-2^^^"22'

Cette substitution spéciale, que nous appellerons inversion géné-

rale, jouit de propriétés importantes. D'abord deux éléments cor-

respondants sont alignés avec 0( ;
de plus, pour deux tels élé-

ments (x) et {x')^ en déterminant O, par )vj
== i

, )v2= o, [j.|
:= o,

jjL2^ I, on a

rn«2l^' - >^'li-^2+>^2l^'l p^«2i^ _ J|'^'2>^2i^'l + ^2^lÀ>îeus . -, ,
,

, ,
) eus . r-; ; ;-; ;iini AjjJtj

—
^2l^i iini ^2 [JLi

—
Ai[Ji2

et, par suite,

tang2^tang2-^ = -?-^,

ce qui achève de définir la correspondance entre les (x) et les (x').

Les cercles doubles pour cette transformation sont d'abord le

cercle d'équation
Zl'kllXi

—
x'^lilXi = o,

ou

(t1
—

T2)a7i + (T,-i-T'2)v/— F^.= O,

de centre 0|, et dont le rayon II est donné par la formule

quand on oriente 0( comme précédemment; puis tous les cercles

orthogonaux à celui-là, formant un réseau.
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Relativement aux (x), on peut écrire

-r.

K^-^H-K^-^)*'^\~2 "1/

2 ^h-iU-i;^^
Si T, + t!, = o, on retombe sur le mouvement qui correspond à

l'homologie involutive, à l'orientation près des éléments.

En composant un tel mouvement convenablement choisi avec

une substitution conforme involutive, on sera ramené à une inver-

sion générale. En gardant les notations du numéro précédent, le

mouvement involutif à employer est déterminé par AB ou A'B'

comme élément double. On en conclura de nouvelles propriétés

des substitutions conformes, faciles à énoncer.

Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se

transforment en séries linéaires appartient à l'absolu, on se trou-

vera, en supposant toujours qu'il j ait involution, dans un cas

limite du précédent. Dans tous les cas, une substitution du pre-

mier ou du second type, composée avec un mouvement convenable,

peut toujours se ramener à une inversion générale.

404. Les substitutions conformes, comme celles du second

type, transforment un réseau ou un faisceau de cercles en un

réseau ou un faisceau d'autres cercles. Ceci s'applique en parti-

culier aux séries linéaires qui peuvent être regardées comme des

cercles orthogonaux à l'absolu. On pourra par suite, en employant
une telle substitution, toujours transformer trois cercles donnés

en trois séries linéaires, ou inversement; on pourra aussi, en

employant une inversion générale, conserver un cercle avec tous

les cercles qui lui sont orthogonaux, etc. Ces propriétés rendent

évidentes bien des propositions qu'il est inutile de développer.

Nous nous bornerons à ces indications sur les substitutions que
nous avons définies au commencement de ce paragraphe; l'étude

de la Géométrie quaternaire permettra de compléter leur théorie

et d'en étendre les conséquences.

40o. De même que, en partant d'un élément (:r), nous avons
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défini un cercle C^ par l'équation

nous pouvons, en partant des cercles, définir [un ensemble de

cercles par la relation

Ajai-f- A2a2+ Ajas-t- A4a4-I- A5 /— ra^ = o,

puisque la forme Fa^ joue par rapport aux (a) le même rôle que la

forme F^' par rapport aux [x).

Cet ensemble de cercles, que nous pouvons appeler Iijper-

cercle, a pour coordonnées les (A) : il est clair qu'il se compose
de tous les cercles Ca qui sont à une distance constante d'un

cercle donné; car cette conditioQ est précisément exprimée par

une relation linéaire et homogène entre les (a)ety/
—

r^ssi, en par-

ticulier, A5= o, l'hypercercle (A) se compose, comme nous le

savons déjà, de tous les cercles orthogonaux à un cercle fixe.

Parmi les hypercercles, on peut distinguer ceux qui sont de

rayon nul, c'est-à-dire qui sont tangents à un cercle fixe
;
ce sont

ceux pour lesquels il existe entre les coordonnées (A) une relation

quadratique facile à former.

On peut alors raisonner sur les hypercercles comme sur les

cercles. On pourra soumettre leurs coordonnées à une substitution

linéaire, et les théories de la Géométrie projective quinaire trou-

veraient là leur application. Parmi toutes les substitutions linéaires

auxquelles on peut soumettre les (A), on peut envisager seule-

ment celles qui font correspondre à un hypercercle de rayon nul,

un hypercercle de même nature, et ces substitutions seront celles

qui conservent un certain absolu dans l'espace à quatre dimensions

rempli par les hypercercles. Ces substitutions font correspondre
à un cercle un autre cercle, savoir : au cercle qui touche tous les

cercles d'un hypercercle de rayon nul, le cercle qui touche tous

les cercles de l'hypercercle correspondant. Ces substitutions com-

prendront en particulier les substitutions conformes.

Parmi elles, on peut placer évidemment celles qui consistent à

augmenter le rayon de chaque cercle d'une quantité constante, le

centre restant fixe; ce sont les dilatations.

Nous n'étudierons pas davantage la théorie que nous venons

d'esquisser; elle trouverait son développement naturel dans la

Géométrie quaternaire.
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On voit aussi que l'on pourrait partir des hypercercles comme
on est parti des cercles pour considérer des éléments nouveaux

remplissant un espace à cinq dimensions; et ainsi de suite.

406. Pour terminer ce paragraphe, envisageons le cas spécial

où l'on a Fj:«= x'-^+ x'^-i- xl. Les mouvements sont alors définis

par une substitution ternaire orthogonale, c'est-à-dire que si

est cette substitution, on a

i i i i

On connaît les propriétés de telles substitutions.

On aura ici

et l'on voit par suite que les substitutions conformes correspon-
dront aux substitutions orthogonales faites sur les (a).

De même, si (A) est un hypercercle de rajon nul, on a

et les substitutions considérées au numéro précédent sont encore

les substitutions orthogonales faites sur les (A); et ainsi de suite.

V. — Les coordonnées circulaires et les séries orientées en général.

407. Les cercles C^ dont les coordonnées vérifient une relation

linéaire

«1 pi -<- «2 ^2 -î- «3 Sj -i- «i 84 = O

sont tous orthogonaux à un cercle fixe Ca dont les coordonnées (a)
sont déterminées par les relations

ax cti a^ a^

On peut donc aussi considérer les (a) comme des coordonnées de

ce cercle C^, qui pourra être désigné aussi par C^. Les lettres

latines seront employées toujours pour désigner ces nouvelles

coordonnées, tandis que les lettres grecques resteront affectées

à la désignation des premières.
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On a d'ailleurs, inversement,

«1 _ «2 _ «3 _ «t^

Fff, Frtj F„3 «i

Les quantités «,, «2? «s sont les coordonnées du centre de Ca, et

SI /'a ou /'^ est son rayon, on a cos—1=- =
,iim v/-Fa=

Quand Ca est de rayon nul, on a T^'.^= o ou bien (a| a)
= o, ou

encore Fa^H- d\ = o.

On peut effectuer une substitution linéaire générale sur les

coordonnées (a), et les coordonnées (a) seront alors transformées

par la substitution transposée.

Regardant cette substitution comme définissant non pas une

correspondance, mais un changement de coordonnées, on est

amené à envisager des coordonnées plus générales. Toutefois,

aucune propriété essentielle nouvelle ne résulterait de cette con-

sidération, dont les conséquences deviendront intuitives après
l'étude de la Géométrie quaternaire. Aussi nous bornerons-nous

aux coordonnées précédemment définies.

408. Une équation de la formey(ai, «2» «3» a.\):=o définit

une série doublement infinie de cercles; si, parmi ces cercles, nous

ne voulons considérer que ceux qui sont de rayon nul, nous

adjoindrons à l'équation précédente la relation Fa'--\- al= o, et

les centres (a) de ces cercles formeront une série ternaire, dont

nous pourrons dire encore quey(ai, a-i, «3, «,) = o est l'équation

en coordonnées circulaires.

L'équation ordinaire de cette série est obtenue en éliminant «4

entre les deux équations précédentes.

Supposons que f soit une forme quaternaire indécomposable
de degré/?; si elle ne contient que les puissances paires de a^, la

série ternaire d'équation y*
^ o sera seulement de degré/? et pourra

d'ailleurs se décomposer. Si, au contraire, la forme y ne contient

pas que les puissances paires de «4, on pourra l'écrire sous la

forme g--i-ha^, g et h étant des formes ternaires en «1, «2? <^3

des degrés p el p — i, en se servant de la seconde équation.

L'équation ordinaire de la série / sera donc g--{- 1i-¥n''^= o, et

cette série sera de degré 2/?, peut-être décomposable d'ailleurs.
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Mais on voit que celle série est susceptible d'être dédoublée en

deux séries orientées, ou composées d'éléments orientés, corres-

pondant aux deux équations ^ rir ha^=. o, ce qui n'avait pas lieu

dans le premier cas. On est ainsi conduit à la notion de séries

orientées de degré /?, obtenues par dédoublement de certaines

séries ordinaires de degré ip. On voit d'ailleurs que la série ordi-

naire équivalente à une série orientée de degré p a ses éléments

communs avec l'absolu confondus deux par deux, et qu'elle pos-

sède, d'une façon générale, /?(/?
—

i) éléments doubles, communs
aux séries g qX. h.

Les cercles sont les séries orientées du premier degré.

Les séries non orientées de degré ^ sont des cas particuliers des

séries orientées de degré />, de même que les séries linéaires sont

des cas particuliers des cercles : on peut donc les considérer

comme des séries orientées, mais telles que si elles contiennent

un élément orienté, elles contiennent le même élément orienté de

façon opposée,

409. Considérons inversement une série ternaire ordinaire,

indécomposable, de degré/?, d'équation /(a:,, x-2i Xi) = o. Si,

en supposant que ¥x^= — x'\-\- ^x-^x^, comme précédemment,
nous définissons un élément [x) par les paramètres (X) et (u.) des

étéments de contact avec l'absolu des éléments tangents à l'absolu

qui contiennent {x), l'équation de cette série /sera

fÇki [Ji^H- ^'î.uii, y^i\i-i, >'<î fjiî)
= o.

Le premier membre ne sera pas décomposable en deux facteurs

qui ne diffèrent que par la permutation des Çk) ou des (ia), ou le

sera. Dans le premier cas, la sériey ne sera pas susceptible d'être

dédoublée en deux séries orientées. Dans le second cas, deux

hypothèses se présentent : ou bien les deux facteurs sont de même

degré
—

[p étant nécessairement pair) par rapport aux (a) et

aux
(tx), et alors ils peuvent s'écrire sous la forme

g{xi, Xi, X3, ± v/— FxO»

g étant une forme de degré —> de sorte que la série f est la réu-

nion de deux séries orientées de degré—; ou bien les deux fac-

teurs sont de degrés différents q et p — q par rapport aux (a) et
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aux
([i.)

: on est alors ramené au cas précédent en adjoignant à

chacun d'eux, en supposant/»
— ^>^5 wn facteur de degré/?

—
2^,

ne contenant que les (X) ou les
(p.),

de sorte que la série y, à

laquelle on adjoint p — iq éléments tangents à l'absolu, devient

la réunion de deux séries orientées de degré p — q. La série f a,

dans ce cas, ses éléments communs avec l'absolu confondus deux

à deux et possède d'une façon générale

ip — q){p — 9 — ^)
,
g(g—y)

éléments doubles, ainsi que nous l'avons vu antérieurement.

A beaucoup de points de vue, il est convenable de faire l'étude

métrique des séries orientées définies par des équations entre

coordonnées circulaires. C'est ce que nous ferons, mais briève-

ment, puisque cette théorie se trouvera évidemment empruntée
au domaine de la Géométrie quaternaire générale, et deviendra

parfaitement claire comme conséquence des théories développées
dans l'étude de cette Géométrie, après les quelques modifications

de langage nécessaires.

410. Soit une série orientée de degré /?,
définie par les équations

/(«i, «2, «3, «4) = O, Fa'-r- al = O,

et considérons un cercle Cp, de coordonnées ([3), et dont l'équa-

tion en coordonnées circulaires est par suite

Pi «1-1- p2«2-|- P3«3-+- ?4«4= O.

Ce cercle sera tangent k f en (a'), c'est-à-dire que les trois équa-

tions précédentes admettront les (a') comme solution double,

si tous les déterminants du troisième ordre tirés de la matrice

?1 h ?3 P4

AL AL AL AL
da\ da'2 àa'^ da\

F . F . F . F

sont nuls; et, par suite, il y aura une infinité de cercles tangents

à /en (a'), dont l'équation sera

K-^ «2
àf àf
da'-+«'5aT

+ "* ^j-+- [JL(Faa'+«4a'4)
= 0.
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Ces cercles forment un faisceau particulier, puisque leurs éléments

communs sont confondus.

Si A
da.

<-xa. o, on retrouve l'élément linéaire tangent à/.

Le lieu des centres de ces cercles est la série linéaire

«1
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Ce cercle reçoit le nom de cercle oscillateur k f en (a'). Son

centre est le centre de courbure de /relativement à (a'); le lieu

des centres de courbures est l'enveloppe de séries linéaires nor-

males à/: c'est la développée àe f. Nous ne développerons pas

davantage les conséquences de cette théorie. Remarquons seule-

ment que tout ceci pourrait s'appliquer avec les modifications

convenables à des séries de seconde espèce : on serait ainsi con-

duit à définir un élément normal de première espèce, un cycle

osculateur, etc.

VI. — Les séries orientées du second degré.

41 1 . L'équation générale des séries orientées du second degré est

/(«!, «2, «3, «4) = O,

y étant une forme quadratique.

Si y ne contient pas «4 à la première puissance, on peut sup-

poser qu'elle ne le contient pas du tout : la série est une série

quadratique ordinaire. Ses propriétés métriques résultent de

l'étude du système qu'elle forme avec l'absolu, et par suite seront

faciles à énoncer, puisque nous avons fait complètement l'étude

du système de deux coniques. Nous insisterons cependant sur

quelques-unes d'entre elles, mais sans séparer leur étude de celle

des séries orientées du second degré générales. Celles-ci corres-

pondent au dédoublement des séries quartiques ordinaires à deux

éléments doubles et quadruplement tangentes à l'absolu d'une

façon proprement dite : et d'ailleurs toute série quartique rem-

plissant ces conditions est susceptible d'être orientée. Comme cas

particulier, on a celui d'une série cubique triplement tangente à

l'absolu et possédant un élément double : il suffît de lui adjoindre

un élément tangent quelconque à l'absolu.

L'étude des séries orientées du second degré est la même que
celle du système de deux séries quadratiques quaternaires : nous

n'en citerons donc que les points principaux.

412. Nous admettrons qu'il est possible, en général, de trouver

quatre fonctions linéaires A), A2, A3, A4 des (a) telles que la
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forme f devienne

f= p^k\— p,k\-r- pik\-\- p.,k.\,

et que la forme Fa"-+ a\ devienne

G=Af-A|-f-Â|-^A|.

Ces formes sont déterminées, au signe près, par la résolution d'une

équalion du quatrième degré, obtenue en égalant à zéro le discri-

minant de la forme quaternaire

/(«,, «,, «3, «i) -+- ^[Fa»-f- «11;

les détails de cette détermination seront indiqués dans l'étude de

la Géométrie quaternaire.

L'équation
Al Al -}- X2A2-I- ).3 As-H Ai A4 = o

représente un cercle ().), et il est clair que deux cercles QC) et (jx)

seront orthogonaux si l'on a

'^
I :^i
— 'i 'H

— '% [A3 -t- A4 {jii
= o,

en vertu de l'invariance des formes polaires.

En particulier, les quatre cercles d'équalions Ai= o sont ortho-

gonaux deux à deux : nous les appellerons les cevcXes principaux
de la série/'.

Un cercle (a) de rayon nul vérifie la relation

Àf -(- A|-1- Aj-i- À? = o.

Une première propriété est la suivante. Il existe sept substitu-

tions linéaires et sept seulement qui conservent la série f et la

forme G. Quatre de ces substitutions sont du tjpe

>^i
= — À

1 , 5., = à; ,
/ 3
= à; , Ai = \\ ;

les trois autres sont du type

X,= — à;, l.,= —lU_, À3=>>3. >-i=>>'4-

Les quatre premières sont des inversions générales dont chacune

conserve un cercle principal, et les cercles qui lui sont orthogo-
naux. Les trois autres sont des substitutions conformes propre-
ment dites, involutives, conservant les cercles des deux faisceaux

déterminés par les cercles principaux pris par groupes de deux :
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il en résulte une définition simple de la transformation correspon-
dante pour les éléments {x).

113. Dans le cas particulier où y est une série quadratique ordi-

naire, la transformation précédente est encore applicable; on a

yo^=o, si l'on veut, et A,, A2, A3 sont des fonctions linéaires

de «4, «25 «3 seulement, tandis que Ai = a,,. On a donc aussi

F„.= Af-f-A|-t-Ai,

et la transformation n'est autre que celle qui consiste à rapporter
les sériesy et F à leur suite triple conjuguée commune.

Les cercles principaux se réduisent aux éléments de seconde

espèce de cette suite triple et à l'absolu. Des quatre inversions

qui conservent la série y, trois se réduisent à des mouvements

involutifs, à l'orientation près des éléments; la quatrième n'a

d'autre effet que de changer l'orientation des éléments (^). Quant
aux trois substitutions conformes qui conservent y, ce sont des

mouvements involutifs faciles à définir.

On calculerait sans peine, au moyen de formules déjà données,

dans un cas plus général, les distances des éléments (.r) qui ont

même polaire par rapport à y et à l'absolu, aux éléments com-

muns à y et aux cercles principaux; et de même on interpréterait

métriquement les invariants communs ày et F.

Les cas particuliers oùyserait tangente ou osculatriceà l'absolu

ne permettent pas la réduction générale précédemment employée,
mais ces cas particuliers peuvent être envisagés comme cas limites

du cas général,

Siy était bitangente ou osculatrice à l'absolu, on serait ramené

à l'élude des cercles, et les généralités qui précèdent trouveraient

encore leur application évidente.

414. Revenons au cas général et cherchons à déterminer les

cercles bitangents à la série y.

On trouve aisément quatre séries de tels cercles, dont l'une, par

exemple, est définie par les relations

, À| \\ Il
Al = o,

=
1 i

— = o.

P^-—Pi Pz—P\ Pk— Pi

La première relation indique que les cercles de cette série sont
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orthogonaux au cercle principal A, = o, ce qui nous prouve immé-

diatement que ces cercles se conservent dans l'inversion qui cor-

respond à ce cercle, les deux éléments de contact de l'un de ces

cercles avec/* s'échangeant mutuellement.

Pour donner un sens plus précis à la seconde relation, cherchons

d'abord à déterminer les coordonnées du centre d'un cercle Çk).

Si (L) désignent ces coordonnées de même espèce que les (A),
tout cercle

([jl)
contenant (L) et orthogonal à l'absolu, c'est-

à-dire encore réduit à une série linéaire, sera orthogonal à (à).

Si donc la transformation faite sur les («) donne

les relations

entraînent

d'ailleurs

par suite, on a

avec

fxi Li H-
[i.»

1.4 -^ U3 L3 — tjii Lj = o,

|JL,
). 1 -i-

{1.2 Xj -f- fX3 A3 -+- II; À; = O ;

L/= X/-i-A:ç,-,

De plus, comme

Fa.= Af-^Ai-Ai^-A?-(tp,A, + ...)î,

il faut que le discriminant de la forme quadratique qui est au

second membre soit nul, ce qui donne ^j'f
= i

,
et par suite l'équa-

tion en k est

A-î -r- 2A lÀ, -i/H- Zlf = O.

On trouve naturellement deux centres, qui sont un même élé-

ment orienté de deux façons différentes. Quand le cercle est de

rajon nul, le centre proprement dit correspond à A" = o, car il

appartient au cercle lui-même.

Le lieu géométrique des centres de la série considérée plus
haut de cercles bitangents ày est donc défini par la relation

Pi—Pi Pi—Pi
^

P*— Pi
~^'

An. — I. 29
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C'esl l'équation d'une série orientée du second degré, ou plutôt
d'une série quadratique ordinaire, puisque l'orientation de ses

éléments est indifférente, d'après ce qui précède. Au surplus, il

n'est pas difficile de voir que

A,-— Ç-u«l-+- 'f2:«2-^ 'f.-j/«3-r- fi «4,

et que, outre la relation
"Ezi'j

z=: i
,
on a

415. Parmi les cercles ().) bitangents à/ du système considéré,

il j en a quatre qui sont de rayon nul, et déterminés par les

relations

Li = o, L| ^ L| + L| - o,
—^

\

-^
i

'— = o
;

Pî
—

Pi P3— Pi Pk— Pi

ce sont des foyers de la série
/",

de sorte que cette série a seize

foyers.

On retrouve ces seize foyers de la façon suivante : la série ter-

naire quarliquc définie par/et l'absolu ont huit éléments tangents

communs, qui peuvent être répartis en deux groupes distincts de

quatre éléments, d'après l'équation de /, exprimée comme au

n° 409 à l'aide des variables ().) et
([Ji);

les éléments de ces deux

groupes, combinés ensemble, fournissent seize éléments qui sont

les foyers de/", et d'après les propriétés de la forme doublement

quadratique, les deux groupes de quatre éléments tangents con-

sidérés ayant même rapport anharmonique, les seize foyers appar-
tiennent quatre par quatre à quatre séries quadratiques bitangentes
à l'absolu, les quatre cercles principaux.

Si l'on considère les séries f pour lesquelles les quatre foyers

d'un système sont déterminés, par exemple ceux qui résultent

des équations précédentes, il est aisé de voir que leur équation

générale est de la môme forme que celle de y, soit
yo', A^ + . . . = o,

et que l'on doit avoir />|=
—
—^
— • )v étant un paramètre arbitraire.

Tous les foyers sont alors communs, et ces séries sont liomofo-

cales.

Deux de ces séries contiennent un élément A donné, et il est

aisé de vérifier qu'elles y sont orthogonales, c'est-à-dire que leurs

éléments tangents y sont perpendiculaires.
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416. Envisageons, en parliculier, une série quadratique ordi-

naire, pour laquelle p,,
= o, «4^ A4 .

Il j a trois séries de cercles bitangents à
/*, proprement dits.

L'une d'elles, par exemple, a pour lieu de centres L, = o, c'est-

à-dire l'un des éléments de seconde espèce de la suite triple con-

juguée commune à y et à l'absolu. Ces cercles sont orthogonaux
à cet élément. Ils fournissent quatre fojers, qui se réduisent à

deux éléments d'orientation arbitraire, déterminés par les élé-

ments tangents communs à y et F, associés deux par deux d'une

façon convenable.

La quatrième série de cercles bitangents k f se compose des

éléments linéaires tangents à y, dont les éléments de contact ont

en effet une double orientation. Le lieu de leurs centres est la

série

p\ p% Pi

polaire réciproque de f par rapport à F. Les quatre foyers cor-

respondants sont les éléments de contact avec l'absolu des élé-

ments tangents communs à y et F.

Les distances des fojers aux éléments qui ont même polaire

par rapport à y et F sont faciles à calculer.

Les séries quadratiques liomofocales admettent toutes mêmes
éléments tangents communs avec l'absolu; en d'autres termes,

leurs séries tangentielles forment un faisceau auquel appartient
l'absolu. Il est alors facile d'énoncer relativement à ces séries un

grand nombre de propriétés, qui ne seront que la traduction mé-

trique des propriétés générales des faisceaux.

417. Revenant au cas général, considérons le système de cercles

bitangents à y, dont le lieu des centres est (D,), ou

(L,o,— L,o,)' (L,03-L30,)' (L,c.-LiO,)î
•-

1
• !

i

'- :— = O :

Pi—Pi Pi— Pi P-—Pl

l'équation de la série quadratique (A,) déterminée par le cercle

A, = o est de même

(Li'fî— LïO,)î-(-(LiÇ3— L30,)î-t-(L,9i— LiOi)î= o.
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La série linéaire telle que L, cp^
—

L2'ft
= o contient les centres

des cercles As^o et A4=o. Donc, les centres des trois cercles

principaux autres que A, = o sont les éléments qui ont même

polaire par rapport à {A^) et (D,) : ceci suffit à déterminer ces

cercles, connaissant (D,) et (A<), puisque l'on sait qu'ils sont

orthogonaux au cercle A, = o.

418. Pour obtenir de nouvelles propriétés, nous allons envi-

sager le problème d'une nouvelle façon, en conservant les coor-

données circulaires ordinaires. L'équation de la série f peut
s'écrire

/l-t- ^«4/2= o,

fi eif2 étant des formes l'une quadratique, l'autre linéaire en a<,

«2> <Ï3- On peut alors, par une transformation ternaire, trouver

trois fonctions linéaires A( , A2, A3 de a< , «2? ^3 telles que l'équa-
tion dey devienne

/= ^iA^-H^2A|-f-g'3A|4-2A4(riAi-i-/-2A2+r3A3) = 0,

et la forme F^'H- a^

G-Af + Ai + A|+A|,

A4 étant égal à a^. Ceci revient à rapporter la série
/", et l'absolu

à leur suite triple conjuguée commune. Cette série ^i est d'ailleurs

définie par la condition de contenir les éléments communs à /
et à l'absolu, ainsi que les deux éléments doubles de la série quar-

tique définie par la série/.

Ici les coordonnées du centre d'un cercle (X) sont \^, X2J ^sj

y/
—

(>^![+ ^^2+ ^^3)' ^^ ^i5 ^25 ^3' ^^' ^'^ ^^^ d^ rayon nul : en

général, si r\ est son rayon, on a, en faisant lim = i
,

X4 . v/-(X?-+-Xi-HÀi + X|)

v/-(X?-t-xi + xi) /_(Xf-f-xi-4-x?,)

Si le cercle Çk) est bitangent à f, en éliminant A4 à l'aide de

l'équation de ce cercle, et exprimant que deux séries quadratiques

ternaires sont bitangentes, ce qui se fait facilement en écrivant

que dans leur faisceau se trouve une série linéaire double, on est
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conduit aux équations

ri
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évidemment bitangent kf, et par suite (ii') appartient à l'une des

séries D2, D3, D4, l'élément de contact étant d'ailleurs déterminé

par G, et {\^)- Les six éléments tels que (i^') appartiennent ainsi

deux par deux à ces séries, qui, étant déjà homofocales à D,, sont

complètement déterminées par la connaissance de D, et du cercle

principal correspondant.
En outre, de ce fait résulte un théorème facile à démontrer sur

les propriétés de deux séries homofocales et d'un cercle.

Il est aisé maintenant d'étudier les cas particuliers qui se pré-

sentent, du moins quand on suppose la réduction précédemment

employée possible.

Tout d'abord, nous supposons que l'équation en p n'admette

comme racine aucune des quantités
—

q^^
—

^25
—

^s-

Si l'équation en
p a alors une racine double, on voit sans peine

que le cercle principal correspondant devient de rayon nul; si C|

est le centre de ce cercle, Ci est un élément double poury^ les

séries (D3) et (D4) [(D() étant confondue avec (D2)] contien-

nent G, et y touchent les cercles principaux correspondants.

Si l'équation en
p
a une racine triple, la série (D3) du cas pré-

cédent vient se confondre avec (D,); G) appartient à (D,) et est un

élément cuspidal pour/"; la série (D,) contient Gi et j est oscu-

latrice au cercle principal correspondant.

Si l'équation en
p

a deux racines doubles, la série quartique

déterminée pary se décompose en une série cubique et une série

linéaire tangente à l'absolu. Ges deux séries étant orientées d'après

l'équation y*= o, ont en commun les deux centres G| et G3 des

deux cercles principaux, chacun de rayon nul; la série (D,) con-

tient G3, et la série (D3) contient G, .

Si l'équation en
p

a une racine quadruple, on est dans le cas

précédent, en supposant de plus que G3 coïncide avec G|, et la

série (D,) contient G).

Examinons maintenant le cas où l'équation en
p

admettrait la

racine — (/,, ce qui exige ou bien que la série quadratique /i soit

bitangente à l'absolu, ou bien que r, = o : écartons d'abord le

premier cas.

Les cercles bitangents à / qui correspondent à la racine — rji

ont leurs centres sur l'élément X, = o, de sorte qu'ils sont ortho-

gonaux à cet élément, qui joue le rôle de cercle principal; mais,
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pour déterminer ces cercles, il faut une nouvelle relation que l'on

trouve facilement être

-9i
(Jv
—

qz

1 r- Ai = O.

çi
—

qi qi~qi 1

L'inversion conservant / qui correspond aux cercles de ce

système devient une homologie involutive; ce svstème de cercles

fournit toujours quatre fôjers. Quand trois des racines de l'équa-

tion en A sont égales ainsi à — ^i,
—

qi,
—

^3, la série f est une

série quadratique ordinaire. Si la racine —
</,

est double, la rela-

tion précédente se réduit à

— '—=
î

• -t- /^ =^ n
;

q\
—

qî qi—q^

les cercles correspondants forment un faisceau; les éléments B,

et Bo communs à tous ces cercles sont doubles pour / qui se

décompose en deux cercles; les séries (D3) et (D-,) qui corres-

pondent aux autres racines de l'équation en p contiennent B,

et B2 ; quand ces deux autres racines sont confondues, l'un des

deux cercles dont se compose/ est de rayon nul.

Si l'équation en a deux racines doubles telles que
—

y,

et — ^2, les deux cercles dont se compose/ sont de ravon nul.

Si la racine —
c/t

est triple, on est dans le même cas que pré-

cédemment; mais les deux cercles dont se compose/ sont tan-

gents entre eux.

Si la racine — qt est quadruple, l'un des deux cercles dont se

compose /est de rayon nul, et son centre appartient à l'autre.

Supposons enfin que la série/, soit bitangente à l'absolu, de

sorte que q^^^ q.^ par exemple ;
la série quartique déterminée par/

a, dans ce cas, ses éléments communs avec F confondus quatre par

quatre. Pour les racines de l'équation en p,,
autres que

—
«7,,

tout

ce qui a été dit précédemment subsiste, on remarquera seulement

que les séries (D/) correspondantes sont elles-mêmes bitangentes

à l'absolu suivant le même élément lis qiie/, .

Si la racine — q^ est simple, on peut supposer, sans diminuer

la généralité, que /•, est nul; les cercles correspondant à celle
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racine sont alors tels que l'on ait 1, r= o et

(71 A|+ •i/-,A,/i— —^-^ ' = o:

l'un des fovers correspondants est l'absolu.

On a les mêmes propriétés générales que précédemment.
Si la racine — g< est double, on a

7'-^ -^ /•-,
= o

;
si /, et 7*2 ne

sont pas tous deux nuls, on a r,>w — roA, = o, avec la dernière

des relations précédentes-, la série /a un élément double M appar-
tenant à l'absolu et à O3, et le lieu des centres des cercles qui

correspondent à la racine — ^, est O3M.
Si l'on a à la fois T) = /'a

= o, la série f se décompose en deux

cercles concentriques.
Dans ces deux cas, il j a nouvelle décomposition de /, quand

les deux autres racines de l'équation en sont égales.

Si la racine — ^, est triple, on a

/•f-f-r|=o et rl—qi{qi—gs)=-.o;

si r, et r2 ne sont pas nuls, tout se passe comme dans le cas pré-

cédent, sauf que M est cuspidal pour la sériey"; si r, = /'2^ o, la

sérieuse compose de deux cercles coïncidents.

Si la racine — Çf est quadruple, sans que /, et f\ soient nuls,

la sériey se décompose en une série cubique contenantM et l'élé-

ment tangent à l'absolu en M; si r^ et ;-2 sont nuls, la série / se

compose de deux cercles coïncidents de rayon nul.

Tout ce que nous venons de dire est facile à vérifier directement

et devient intuitif comme application des théories de la Géométrie

quaternaire. On remarquera que, lorsque la série orientée /"a un

élément double ou cuspidal n'appartenant pas à l'absolu, notion

que rendra claire l'étude de la Géométrie quaternaire, la série

quartique ordinaire, déterminée par y, a de même un élément

double ou cuspidal; si la sériey a un élément double ou cuspidal

appartenant à l'absolu, la série quartique déterminée pary est des

espèces (B') ou (E') du n° 359, l'élément double spécial coïncidant

avec celui dey D'ailleurs, dans le cas où la sériey est bitangente
à l'absolu, la série/ est elle-même bitangente à l'absolu, et seule-

ment dans ce cas.

419. Si, d'une façon générale. A',, A' , A',, A'^ sont des fonctions
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linéaires de a,, «o? «s? «45 l'équation d'une série orientée du

second degré peut s'écrire

/(A'i, a;, A'3, x\) = o,

/ étant une forme quadratique, et peut être interprétée de la façon

suivante : si l'on considère l'élément (A'), de coordonnées ordi-

naires (a), et un élément tangent au cercle A^= o contenant (A'),

en désignant par ti la distance de (A') à l'élément de contact de

cet élément tangent, et par .5}
le coefficient de o^ dans la fonction

linéaire A^, on a, en supposant toujours 2i/n = i,

l'équation de la série/" peut donc être regardée comme établissant

une relation quadratique entre les carrés des sinus des moitiés des

distances t\, «!,, t'^, t\ ;
et réciproquement.

Si le cercle Aj=: o est de rayon nul, ti est la distance de l'élé-

ment (A') au centre de ce cercle; si ce même cercle se réduit à

une série linéaire de coordonnées (i'), on a, en appelant ^/ la dis-

tance de (Aj) à cette série

-a;vd
sin/j =

/-FaV-*^,'

et ce qui vient d'être dit subit une modification évidente; il en est

de même si le cercle Aj=: o est l'absolu, puisque alors

a;-

L'équation de f peut, par exemple, être ramenée à la forme

A', Aj — A, A j
= o

et l'on a, par suite en général, une relation telle que

. ti . u
,

. h . h
sin— sin — = A- sin— sm— >

k étant une constante, pour définir cette série/.

On remarquera que cette même forme, qui peut être obtenue

d'une infinité de façons, permettra de transporter immédiatement

aux séries/, avec traduction convenable, les propriétés des gêné-
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ratrices rectilignes des quadriques dans l'espace ordinaire; mais

nous n'insislerons pas sur ce point.

420. Supposons, en particulier, ce que Ton peut toujours faire

en profilant de la relation qui relie les coordonnées (A') d'un

élément quelconque, que la forme / ne dépende que de trois

variables A'j, A'.^, A3 : on aura alors de nouvelles propositions
faciles à énoncer.

Si l'on a plus particulièrement

/=av^-a;a'3,

d'où

sin''^— ^= /i sin^ sin -
>

on voit que les cercles Â'^
= o et A3 = o sont bilangents à / appar-

tenant à un même système, leurs éléments de contact avec /
appartenant au cercle A',

= 0. D'ailleurs, tous les cercles bitan-

gents à/, du même système, sont donnés par l'équation

pl a; -+- 1 pi p2 a; -+- p| A'3
=

o,

Oi et P2 étant des paramètres variables; ils appartiennent au

réseau (A',, A2, A3). Il est évident que deux cercles quelconques

bitangents à y de ce système ont leurs éléments de contact a\ecf

appartenant à un même cercle du réseau
;
et réciproquement, tout

cercle du réseau détermine par ses quatre éléments communs

avec y, associés convenablement deux par deux, deux cercles

bitangents k f. On est ici ramené aux propriétés des séi'ies quar-

tiques ordinaires.

On peut aussi. A',
= o, A'^

= o, A3 = o étant trois cercles d'un

même système bitangents kf, employer l'équation

qui donne
, . ti , h i h
AiSin h/iosin t-AsSin— =0.

2
'

2 2

En particulier, un ou plusieurs des cercles A)= o peuvent être

de rayon nul, c'est-à-dire être des foyers d'un même système.

421. Examinons le cas particulier où / est une série quadra-
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tique ordinaire. On peut d'abord considérer A',, A!,, A, comme
des fonctions linéaires de «j, a^i «3 seulement, et si l'équation

de f est alors

on en déduit une relation telle que

sin-/i ^= /• sin t^^int-^ ;

on peut multiplier facilement les remarques analogues.

Si maintenant A',, A'.,, A'3 peuvent aussi contenir a^, l'équation

A,"
—

A'^A'.,
= conduit aux mêmes conséquences qu'au numéro

précédent. Plus particulièrement, on peut supposer que le cercle

A',
= o est l'absolu; alors A, = et A',

^ o sont deux séries

linéaires contenant chacune deux éléments communs à y et à

l'absolu, et l'on a simplement

sin t^ sin
t-^
= k.

On peut employer aussi, avec les mêmes conséquences, l'équation

v/A'i -r- /a; -+- /a^ = o

du numéro précédent.
Ici l'on peut supposer, ce que nous allons faire, que

A'j
= h{]x^ax-\- 'x^a^-^ 'x-^a^^-^ a^ ofi),

A'i
=: Xj ai + XîCTj "+ ^3^3+ Xi a^.

Si alors on emploie la forme A,"
—

A!, A'3
= o, il faut A4 = o,

pour que cette équation représente une série quadratique ordi-

naire, et en remarquant que sin-— = cos- — ? on a simplement

sin t^_
= ksinti;

la série linéaire A',
= o contient d'ailleurs les éléments de con-

tact avec y du cercle A', = o ou A3 = o.

Ceci s'applique en particulier si A'^= o est un foyer de /.

Si maintenant on emploie la forme

il faudra avoir

À 4 {h -^ /t') fJL;
= O.
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D'ailleurs, ici

SIn— yXi-t-sin— v Ap-^-l- cos— \/h'\L<^=-o,

et l'on voit que l'on peut écrire encore

^) ± ^2 = con8t.

Ceci s'appliquera en particulier aux foyers.

Nous avons ainsi retrouvé presque toutes les propriétés mé-

triques fondamentales 'des séries quadratiques ordinaires sur la

sphère. Celles que nous n'avons pas signalées sont pour ainsi dire

immédiates. On n'oubliera pas d'ailleurs que les séries quadra-

tiques ordinaires ont leurs séries tangentielles de même nature,

et que par suite on pourrait sans peine énoncer à leur sujet de

nouvelles propriétés semblables aux précédentes, qui seraient

d'ailleurs des cas particuliers des propriétés plus générales des

séries orientées de seconde espèce et du second degré.
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LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE SPÉCIALE.

I. — Définitions et formules générales.

422. La Géométrie métrique ternaire spéciale diffère de la Géo-

métrie générale en ce que l'on suppose que le discriminant de la

forme F qui définit l'absolu est nul. En gardant les notations du

Chapitre précédent, nous supposerons donc que F se décompose
en un produit de deux facteurs distincts

F = -2(0 I x)(ïï)'i x),

et par suite la forme <ï> sera un carré parfait (g\ Ç)-. (o') est l'élé-

ment double de F, et l'on a

*Î3 = ^2^3= — (?3?1
—

?rf3)(?l'f'2
—

?î?'l), ••••

On pourrait tout aussi bien se donner la forme 4> à déterminant

nul, mais il n'y aurait qu'à échanger les éléments de première et

de seconde espèce pour être ramené au cas précédent.

Enfin, remarquons qu'il n'y aurait pas d'intérêt à supposer

que F fût carré parfait, <ï> devenant alors une forme identique-
ment nulle.

423. Rien n'est à changer à la définition de la distance de deux

éléments de première espèce (y) et (z); les mêmes remarques
subsistent, et l'on a

Quant aux éléments de seconde espèce, on obtient leur distance

en faisant comme au n° 126 un passage à la limite; si D tendant
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vers zéro, jj. augmente de façon que le produit
—

2[ji.y/
— D tende

vers une limite \, on obtient

/-r = X /F( rir,)'

*
A^

Cette dislance est encore celle qui est définie en Géométrie

métrique binaire spéciale pour l'espace ("/jQ, les éléments absolus

de cet espace étant confondus avec celui qui est déterminé par ( o)

Pour avoir plus de précision, nous orienterons un élément de

première espèce (y) en donnant une détermination fixe à
sji^y'-,

et un élément de seconde espèce (r,) en prenant V'^V ^^ (0 I '*)•

Nous écrirons alors

cos yz _ Fy. yz _ (gyz)

puis, en appelant {x) l'élément
('^i^),

de sorte que

(1^.0. (r.02 {rX),

nous aurons

Xi Xi X3

:^^i{rX)\/i'a

(r^Q,

*0^

Si (i), (r,), (1^)
sont orientés et appartiennent à un même élé-

ment orienté, on a

rX-^Q-^^^r, =0.

La distance r^Z, est nulle quand (r.) et (i^) coïncident, ou bien

si (vj^) appartient à l'absolu; elle est infinie si l'un des éléments (r,)

ou (S^) contient (ff); elle est indéterminée si (o) et (^) contien-

nent (g), ou bien si l'un des éléments (r,) et (î^) appartient à

l'absolu.

Deux éléments de première espèce sont perpendiculaires quand
ils sont conjugués par rapport à l'absolu; il n'j a pas d'éléments

de seconde espèce perpendiculaires; les éléments normaux sub-

sistent.
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Deux élémenls (y) et (c) soni parallèles quand {yz) conlienl ^;
leur distance est nulle à un multiple près de 2iniT..

11 n'j a pas lieu d'envisager la distancées d'un élément de pre-

mière espèce à un de seconde. Mais on peut définir la distance
^jv'

de (Q à (y); si (z) est perpendiculaire à (y) et appartient à (Q,

la distance ^y est celle de (t) à (yz). On trouve sans peine

is-\^:)\/Py

Cette distance est nulle pour (Î!^ [j')
= o; infinie quand (^) con-

tient ("•), ou bien que [y) appartient à l'absolu; indéterminée

quand on se trouve à la fois dans les deux cas précédents.
On fera des remarques analogues à celles du n° 373, sur l'inter-

prétation métrique des équations.

L'étendue d'une suite de n éléments a toujours la même défini-

lion. Mais l'on voit que l'étendue d'une suite triple de première

espèce est toujours nulle, à un multiple près de /\im—^ d'après les

formules du n" 374 : c'est un théorème fondamental.

Mais si l'on fait en général —:— x -^ = S', un passaee à la^ iini ^-
r D

limite analogue à celui que nous avons déjà fait donne

(^r,l) - ixyzy-
S' = A2 .

• '^ = /2

i(.g I l)(^ 1 r,){g i l) i{gyz){gzx){gxy)

en remplaçant (E'a,u) par {xyz)- et les quantités y/^S'? • •
•> ^t,:, •",

par leurs valeurs.

Cette quantité S' est la surjace de la suite triple (ic), i^y\ (^);

cette notion s'étend immédiatement à une suite de n élémenls.

L'étendue de la suite (i), (r,), {X^) est

OU, en introduisant les éléments (x), (j'), (3) de la suite équiva-
lente

424. Si les éléments fondamentaux n'appartiennent pas à l'ab-
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solu, soit

F =
a,'f 4- a?! -f- ^3-4- 2 cos6ia72^34- 2 00562373371 -f- 1 coi^iX^x-i,

eL supposons m= — Nous orienterons les éléments fondamen-

taux en faisant, pour O,, a:/= i et y/F^2= i; de sorte que

COs0203 = 6i, COs030i=62, COsOi02=63.

On a aussi

o = D = I -H 2 cos6icos62cos03— cos^Oi — 005262 — 005^63

,
. e,4-6, + 63 .

—
6, + 0,+ 03 . 6,

— 0,^63 . 6,-4-6.,— O3= 4 sin : sin sin -. sin »2222
et avec l'hypothèse B| + 62-h ^3 ^ o (mod2T:),

<ï> = (si„0,^,-Hsin02^2^-sin63Ï3)^

de sorte que nous prendrons

(^|i) = sin6,^i-i-sin62|2 + sine3b.

Dans ces conditions, on peut considérer 9,, G^, 83 comme les dis-

tances O2O3,
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avec

^=sin9i5, ;

0, est ici la distance O2O3, si 1 on veut.

En particulier, on peut prendre 0| = o.

Enfin, supposons que Qj et Q3 forment l'absolu, de sorte que

F = 1x^x3,

Q, reste arbitraire et l'on a des formules simples.

On fera les mêmes remarques qu'au n" 375, sur l'interprétation

des rapports des coordonnées.

425. Il est clair que si l'on considère l'espace E comme un plan
dont les éléments de première espèce sont les droites, et ceux de

seconde espèce, les points, la théorie que nous venons de déve-

lopper coïncide avec celle des angles et des distances dans cet

espace, à la condition de remplacer la distance de deux droites

par leur angle et de prendre, comme absolu, les deux points cir-

culaires à linfîni.

Il serait facile, d'ailleurs, de retrouver de cette façon toutes les

formules de la Géométrie plane et, en particulier, de la Trigono-
métrie rectiligne et de la Géométrie du triangle.

Examinons seulement les propositions qui correspondent à

celles du n° 376.

L'élément P, perpendiculaire à Oi et contenant Qj est

Ç2 cosOj
— $300563 = o,

en conservant les premières hypothèses du numéro précédent; les

trois éléments P/ sont alignés.

On peut répéter ce qui a été dit sur les milieux des distances

telles que O2O3. Mais la distance ii^^s a un seul milieu, conjugué

harmonique de (Oj^) par rapport à ûo et Û3 ;
les trois milieux

analogues ont des propriétés immédiates résultant facilement de

la considération du cas général.

Enfin nous pouvons répéter celte remarque générale, que les

théorèmes de la Géométrie métrique spéciale correspondent à des

propriétés plus générales de la Géométrie projective, faciles à

énoncer.

Ax. — I. 3o
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II. — Les substitutions linéaires au point de vue métrique spécial.

426. La distance de deux éléments quelconques ne change pas

quand on fait un changement de coordonnées ou une transforma-

tion homographiqiie quelconque, à la condition que, dans le der-

nier cas, le nouvel absolu soit l'ancien transformé, et que, dans

tous les cas, la constante m ne change pas, tandis que la con-

stante )v devient XS, 8 désignant le déterminant de la substitution

faite sur les {x).

Transformons maintenant les éléments de l'espace E par une

homographie quelconque t

les (x') étant rapportés aux mêmes coordonnées que les (.r), et

laissons l'absolu invariable, ainsi que les constantes m et A.

On peut rechercher les homographies a- telles que la distance de

deux éléments de première espèce soit égale à celle des deux

éléments correspondants, au degré près d'indétermination qui se

présente toujours quand il s'agit de telles distances; telles aussi

que la distance de deux éléments de seconde espèce soit égale, à un

facteur constant près, à celle des deux éléments correspondants.
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est

que la substitution o- transforme l'absolu en lui-même.

Pour obtenir des formules simples, soient

on trouve alors deux séries de substitutions (j, savoir les substitu

lions a-'

.rj =r wi cr\ -t-
lo'j x'2 -+- oi\ x'.^ ,

X3=(Xt3X'.i,

el les substitutions 7"

Xi^= 0)1 x'i -+- (X)\ x'^ -4- w'î x\ ,

X2 = W
2 r'j ,

X3 = a>
3 x'., .

Le déterminant
()^;J.v)

est égal, suivant le cas, à lUiWjtOj ou à
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Si [x) et {x') sont correspondants, on a

F^i = 0)2 IO3 Fa^'J ou Fx» = w^ '^'s Fjr")

suivant le cas; et de même [g\^)^=i ^ù^{g\\)^ dans tous les cas.

Si F était donnée sous une forme quelconque, on procéderait

comme au n" 378 pour obtenir la forme des substitutions 7' et 7".

Ainsi pour F = ^^ + j:'^,
on trouvera les substitutions 7' sous la

forme

x^=^si^x^ 7= (wj -+- w,)^j H- — (Wj
—

a>j)cr3,

tO, -l- 0)3 ,
i ( Wj — 0)3 ) ,

iTj :^ X^ •+-
I

a?j,

l(tOj CO3) , W^-l-Ws

427. Les substitutions t' donnent, en choisissant une détermi-

nation fixe pour y/t02tO:j et définissant l'orientation de [x') par

Fa:«= y/tOoWa v/Fjî, les formules

ces substitutions transforment les éléments
(cp)

et (^') de l'absolu

en eux-mêmes, respectivement.
Les substitutions 0^', au contraire, échangent entre eux les deux

éléments de l'absolu, et donnent

—
'1

—
"/

—
/ I .

—
',

—
'f

— V w', O)',
—

y z ~—yz{nioà^imT.), r^l = =—^
t,^.

en prenant y/F^= y/to'^tu'j \j¥x"-i pour déterminer les orientations

des éléments correspondants {x) et {x').

Les substitutions t' sont les similitudes proprement dites, et

les substitutions a" sont les similitudes symétriques.

Dans tous les cas le rapport constant /• = iL^ est dit rapport

de similitude pour la substitution 7.

Envisageons d'abord les similitudes : les invariants correspon-
dants sont, avec les notations du n" 206,
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et cela quelle que soit la forme F, si l'on a appliqué ce qui a été

dit plus haut; m,, 0)25 ^«^3 sont donc eux-mêmes des invariants.

L'équation en p
a les trois racines to,, (O2, 0J3, que nous supposons

d'abord distinctes. A la racine Wi correspond l'élément double [g)
ou 0|, et un élément double de seconde espèce d'équation

3^2 H 5^3 = o
;Wi— W3

on peut le choisir pour Q, ,
et ceci revient à supposer w',

= io'[=o.

Alors les éléments doubles sont, d'une façon générale, les six

éléments fondamentaux.

D'après une propriété générale des homographies, la dis-

tance (0,^)(t2,^') est constante, (^) et {^') étant deux éléments

correspondants : on a

(i>,^)(12,^') W2+W3 . (Ql^){iil^') t( t03-C02)
COS ;

= } sin- : =
, :

et ces formules sont générales.

Le rapport de similitude est /
v/o

Quand on a toa^ Wg, il j a nécessairement homologie; ce qui

précède subsiste, mais tous les éléments de O, et ù, sont doubles;

on dit que l'homographie a' est une homothétie; le rapport de

similitude est toujours
v/tuj W3

tOj

Dans ces deux cas, quand le rapport de similitude est égal

à rfc I
,
on dit qu'il y a roLation, et une rotation est un mouve-

ment. Quand l'homographie a' est à la fois une homothétie et une

rotation, c'est une homologie involutive, à moins qu'elle ne se

réduise à la substitution identique.

Les cas limites du cas général, obtenus en supposant to, = ^^i.^

ou co, = W3, sont peu intéressants.

Si enfin on a (Oj = coo^ W3, w',
et

to'j
n'étant pas tous deux nuls,

il existe une infinité d'éléments {x) doubles, définis par

w'i a72+ ^1^73 = o,

et une infinité d'éléments (i) doubles définis par ^^=^o. Si (Ç)
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et {l') sont correspondants, (i;') contient l'élément défini par

<o\ ^2 H- to^ iCs= o appartenant à g-, et l'on a

—r; - . V 2W, Ixi",

Z' = A i —- = const.
w,

On dit qu'il y a translation; une translation est aussi un moa-

vement.

Les mouvements sont caractérisés par la relation

Une translation peut aussi être considérée comme une homo-

thétie spéciale.

428. Pour étudier les similitudes symétriques, remarquons

qu'une telle substitution t" se ramène à une similitude propre-

ment dite quand on la compose avec une substitution particu-

lière, dite symétrie, et de la forme

Xx = X\ , Xi = X\ , X3 = X'.y .

C'est une homologie involutive dont les éléments doubles sont

d'abord celui de coordonnées x, = o, X2-\- j;:,
= o, puis tous ceux

de l'élément ;r.2
—

0^3 = o.

Si (;) et (i') sont correspondants, (i;') est perpendiculaire au

premier élément double, et le milieu de (i; ) appartient à ce même
élément double.

En général, une substitution 7" sera une symétrie dès qu'elle se

ramènera à une homologie involutive, et, par suite, qu'on aura

wj — w'ja)'3=:o et wj w','
-i-

to'j (u'j
=0.

Nous n'insisterons pas davantage sur les propriétés des diffé-

rentes substitutions que nous venons de reconnaître; la Géométrie

ordinaire les met suffisamment en évidence, et leur vérification

directe n'offre aucune difficulté.

Remarquons encore que l'on pourrait définir d'autres substi-

tutions intéressantes, par exemple celles qui conservent l'un des

éléments de l'absolu; ou qui changent l'un de ces éléments dans

l'autre; ou encore qui conservent l'élément double (g) de l'absolu :

ces dernières sont les affinités, et leur forme générale est immé-

diate; leurs propriétés sont connues.
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429. Les similitudes forment évidemment un groupe à cinq pa-

ramètres. La loi de composition de deux similitudes se trouve sans

peine, et l'on en déduit en particulier que le rapport de similitude

résultant est égal au produit des rapports de similitude compo-

sants, au signe près.

Deux similitudes symétriques consécutives équivalent à une

similitude proprement dite.

Les homothéties forment un groupe à quatre paramètres; il en

est de même des mouvements; enfin, les translations forment un

groupe à trois paramètres, contenu dans celui des homothéties et

dans celui des mouvements, ceux-ci étant eux-mêmes contenus

dans celui des similitudes.

On peut, pour les différents groupes que nous venons d'énu-

mérer, construire des invariants absolus d'un système ternaire S

quelconque.
Les équations aux dérivées partielles formant un système com-

plet, qui caractérisent ces invariants, seront toujours faciles à for-

mer en se servant des substitutions infinitésimales des différents

groupes considérés.

Faisant F = 2X^X2, comme plus haut, et gardant les notations

du Chapitre I, ces équations seront :

Pour les similitudes

Ai,F = o, A22F = o, A33F=o, A,2F = o, Ai3F = o;

Pour les homothéties

A,iF = o, A22F -f- A33F = o, Ai2F = o, Ai3F = o;

Pour les mouvements

AhF + 2A22F=o, A11F-1-2A33F = 0, Ai2F = o, A,3F = o;

Pour les translations

Ai,F-4-A22F-|-A33F = o, A,2F = o, A,3F = o.

On pourra aussi, quand il s'agit des similitudes, procéder d'une

façon plus générale, identique à celle qui a été indiquée au n" 381 .

Mais, dans ce cas, on trouve cinq équations et non plus quatre

seulement, en vertu de la décomposition de l'absolu.

Dans le cas des homothéties, on pourra de même former un
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système So, composé du svstème S,, des coefficients de l'absolu,

et des coefficients (^) d'un élément fixe quelconque (^) contenant

l'élément double (g) de l'absolu. Les invariants absolus ordinaires

de ce système So, qui sont homogènes et de degré zéro par rapport
aux coefficients de l'absolu et aussi par rapport aux(q), seront les

invariants absolus des homothéties. Les équations qui les déter-

minent seront formées comme au n° 381.

Dans le cas des mouvements, on remarquera que si (^) est

l'élément double autre que les éléments de l'absolu, le mouve-

ment ne change pas la série définie par la forme F + (|[x)-. En

adjoignant les coefficients (^) au système S, ainsi que les coeffi-

cients de F, les invariants absolus ordinaires du système ainsi

formé, qui sont homogènes des degrés p el q par rapport aux

coefficients F et aux (ç), avec la condition ip -\- q ^ o, seront

les invariants absolus du groupe de rotations ayant même élément

double (;); eu considérant (^) comme arbitraire, on aura les équa-

tions des invariants absolus du groupe des mouvements immédia-

tement.

Un procédé analogue servira pour les translations.

On fera, sur les différents invariants absolus métriques que
nous venons de signaler, les mêmes remarques qu'en Géométrie

binaire.

On aurait d'ailleurs pu employer en Géométrie binaire des pro^

cédés de formation analogues aux précédents, pour les divers

invariants absolus métriques.

430. Envisageons maintenant les invariants métriques non

absolus. Pour les similitudes, ils vérifieront les équations

AnF=,-ji,F, A2,F=a2F, \^^Y = il^¥ , A,,F = o, A13F = o,

[A,, ^2j 1*3
étant trois constantes quelconques, et se reproduiront

multipliés par w^J' tolf' w^» : on a gardé ici 2X2^3= o pour équa-
tion de l'absolu.

D'une façon générale, on pourra obtenir tous ces invariants en

formant d'abord les invariants ordinaires relatifs au système S

auquel on a adjoint les coefficients de l'absolu, qui sont homo-

gènes et de degré zéro par rapport à ces derniers coefficients;

puis en adjoignant à ces invariants les premiers membres des
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équations des éléments de l'absolu, séparément, ou deux autres

invariants de même origine, si les [x) ne figurent pas dans le sys-
tème S.

Dans le cas des homolhéties, on aura

A„F=[jLiF, A22F + A33F = [JL2F, A,2F = o, A.gF = o,

[JL,
et Ua étant deux constantes. Ils se reproduisent multipliés

par wi^'wlf'. On les obtient comme dans le cas précédent.
Pour les mouvements, on a

AuF+2A22F=^U2F, A„F-|-2A33F= jjLjF, A,2F = o, A,3F = o,

uLo et
JX3

étant deux constantes. Ils se reproduisent multipliés

par (S)'^ lù^ ,
et sont obtenus comme les précédents.

Enfin, pour les translations, on a

AiiF + A22F-f-A33F = [JiF, AjaF^^jJi'F, A,3F = ;j."F;

[l.'t)i',+\)."w",

ils se reproduisent multipliées par to^e
^'

,
e désignant la base

des logarithmes népériens. Pour les obtenir on adjoindra, par

exemple, aux invariants des similitudes, les deux invariants

h k

Les particularités relatives à ces divers invariants seront laissées

ici de côté, malgré l'intérêt qu'elles peuvent présenter. Il sera

d'ailleurs facile de leur étendre la plupart des propositions rela-

tives aux invariants ordinaires en général.

III. — Les cercles.

431. Comme au Chapitre précédent, une série quadratique de

première espèce bitangente à l'absolu, d'équation

(a,a^, -+- a2 3-2-1- ^.3X3)--+- a|Fa.2= o,

peut se dédoubler en deux séries orientées; l'une d'elles a pour

équation
a,^,-H a2 3^2-1- «3^3+ «v V''

— P.v'= o;

c'est un cercle C^, dont les coordonnées sont les (a).
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Les séries linéaires sont des cercles particuliers pour lesquels

7.4 =.0; l'absolu est aussi un cercle particulier.

Le discriminant du cercle C^ est celui de la forme quadratique

(a|.r)-+ oL^^x't soit 3t|(^ |a)-. Si
( o-ja)^ o, le cercle se compose

de deux éléments contenant (g), à éléments orientés; si en

outre y-i
= o, ces deux éléments sont confondus.

La série tangentielle de (a!a")-4- a^Fj.î= o est ici, au fac-

teur a^ près,

c'est une série de seconde espèce dont deux éléments sont ceux de

l'absolu, et que nous appellerons un cycle.

Les cjcles ne sont pas susceptibles d'orientation : le même

cycle équivaut à deux cercles.

Quand 7.5
= 0, le cycle se réduit aux deux éléments communs

à Ca et à l'absolu; si (^|a)= o, le cycle représente (g) deux fois.

432. On peut considérer directement un cycle sous la forme

suivante, où l'on suppose F = 2('^\x){'^'\x) et où (X) désigne un

élément arbitraire

2a,(ç)Xî)(o'X0-i- 2a2(fA5)(<p?'t) + -...a3(o'Xf )(??'!)+ a4(?o'0^ = o;

les (a) sont alors les coordonnées du cycle, désigné par Ta-

L'équation du cycle Ta équivalent au cercle C^ peut s'écrire

2(oo'a)(<pX^)(ç)'X0-i-2(?'aX)(oX0(?»'ç)

et, par suite, la correspondance entre les coordonnées (a) et (a)

peut être établie par les formules

aj = p(5'i'a), a2 = p(?'*X), a3=p(oaX),

2(oaX)(c5'aX)— a|(os'X)*
'

(00 tz)

p étant un paramètre arbitraire; de sorte que «1, a^, a^ sont des

fonctions linéaires de a,, a^, a3^ et réciproquement.
Les cycles pour lesquels a, == o se décomposent en deux séries

linéaires, dont l'une est (g) et l'autre quelconque; le cercle cor-

respondant est un élément double contenant {g), et ne détermine

pas le cycle r„.
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Si l'on fait F = —
2.^2.2:3, et si l'on prend).) :=

i, )w= o, ).3= o,

on a simplement

aaoas— a?

ai

en prenant

et, par suite

433. L'équation

(a|a7) + ai /— F.r^ = o

d'un cercle Ca permet d'écrire

— X ai i

(«-!«)

Cette distance constante est le rayon du cercle C^, et l'élément

(a) est le centre de ce cercle.

On a aussi

et, par suite,

t"' = ± X
(^|a)'

cette distance est le rayon du cycle Ta équivalent à C», et (a) est

aussi le centre de ce cycle.

Le rayon d'un cycle n'est déterminé qu'au signe près; si l'on

fixe ce signe, on fixe en même temps le cercle équivalent à ce

cycle : c'est c-e que nous ferons toujours.
Le rayon est nul pour a, = o

;
le cercle est alors une série

linéaire (a) et le cycle équivalent se compose des éléments com-

muns à (a) et à l'absolu.

Le rayon est infini quand (^ [ a)
=^ o.

Le rayon est encore infini pour les cycles qui correspondent
à «, = o et se décomposent comme il a été dit plus haut.

43 4. Deux cercles Ca et Cp, de rayons r et 5, ont deux éléments

communs, sur lesquels on fera les mêmes remarques qu'au n° 388.

Leur distance est celle des éléments tanerents à ces deux cercles
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en un élément commun, et l'on a sans peine

Les deux cycles équivalents F^, F^ sont de véritables séries qua-

dratiques ordinaires et ont deux éléments communs, outre ceux

de l'absolu. Ces deux éléments communs appartiennent à une

série linéaire, facile à déterminer et dont il est inutile d'étudier

ici les propriétés bien connues.

La dislance des deux cycles, définie toujours de la même façon,

est déterminée par

cos = - = •

lini 2a4^4(^|a)(^| ^) ars

Introduisons les coordonnées (a) et (b) des cycles F^ et F^. Si

l'on calcule le discriminant du premier membre de l'équation de F^,

considéré comme forme quadratique par rapport à
('^.p'^), ('f)-^),

{'f'\^), on le trouve égal à a,{2a2a3 — «, «,).

Appelons alors Ca» la forme quadratique par rapport aux [a),

2 «2 «3 — «4 «4 ;
on trouve d'abord

r = A— pr-r>

pu is

r^T/, —Ca/> ^, r r
-

2/2[Ca/,-+- /--^ /— Cft]cos—;— =
,

—
,

- et ^x^'i =
i
—

;

—
^ ,^

•

Le cercle équivalent à un cycle F^ est orienté par le signe

de y/— Ca».

Quand Cab= o, les deux cycles F^ et F^ sont orthogonaux.

Quand on a «

^=±(/--5),
on a, à la fois.

GaGB=o, cos—;
— =1,

et les deux cercles Cai C3 sont tangents, ainsi que les deux

cycles Ta, Tb-

Les cas particuliers sont faciles à examiner, comme au Chapitre
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précédent, et fournissent des remarques analogues, sur lesquelles
il est inutile d'insister.

435. Au sujet de trois cercles, ou trois cycles, on peut répéter
ce qui a été dit au n° 390, avec quelques modifications sur cer-

tains points.

Soit un réseau de cercles

^1 Ga-I- ?^2Gj3
+ X3G - — o;

ils jouissent tous, à l'exclusion des autres, d'une propriété com-

mune, facile à découvrir; en effet, leurs coordonnées (a) vérifiant

une relation linéaire, il en est de même des quantités «i, rto, «3

et \J
— Ca^, qui correspondent aux cycles équivalents; par suite,

il est clair qu'il existe un certain cycle spécial, c'est-à-dire com-

posé de [g) et d'un élément linéaire fixe, dont la distance à tous

les cycles équivalents aux cercles du réseau est constante. On
aurait d'ailleurs pu, manifestement, interpréter d'une façon ana-

logue la propriété commune des cercles d'un réseau en Géométrie

métrique générale.

Si {d) est l'élément fixe qui, avec {g)i constitue le cycle spé-
cial dont nous venons de parler, tous les éléments tels que C^^
déterminés par les éléments communs à deux cercles du réseau,

contiennent (t/).

Le réseau contient un faisceau de séries linéaires qui ont en

commun l'élément {d). Parmi les cycles équivalents aux cercles

du réseau, se trouvent deux séries de cycles spéciaux ;
les éléments

linéaires, autres que {g), des cycles spéciaux d'une même série,

appartiennent à un même élément contenant {g)'

Un réseau de cycles

(J.1 Ta ^-
(;l2 F/, -f- [^3 Te = o

est formé de cycles orthogonaux à un cycle fixe Ta et l'on fera, à

ce sujet, les même remarques qu'au n" 390. Mais, de plus, on

observera qu'un tel réseau est aussi un réseau de séries quadra-

tiques ordinaires, de seconde espèce, contenant deux éléments

fixes, ceux de l'absolu. La jacobienne de ce réseau se compose

précisément de [g) et du cycle F^, tandis que la cayleyenne est

formée de l'absolu et centre de Ta] et l'on pourra appliquera ce
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cas les propriétés générales des réseaux de séries quadratiques.
Des remarques analogues s'appliqueront aux faisceaux de cercles

et de cycles; nous ne les développerons pas, observant seulement,

qu'à un faisceau de cercles, tels que nous le définissons ici, cor-

l'espond en Géométrie plane ordinaire, l'ensemble des cercles qui

ont, deux à deux, un centre de similitude de même nom fixe;

tandis qu'à un faisceau de cycles, correspond ce qu'on appelle

d'habitude un faisceau de cercles.

On peut répéter relativement aux cycles tout ce qui a été dit au

n° 392.

436. Etudions ce que deviennent ici les formules générales des

n°^ 393 et 394.

D'abord pour deux groupes de trois éléments de première

espèce (a), (6), (c); («'), (^')) (c'), on a tout de suite, à cause

de D = o, la formule

|cosa«'|3= o,

en employant des notations analogues à celles du n" 393 et fai-

sant lim =1 I .

Plus généralement,

jcosaa'|„= o,

pour /i^ 3.

Pour obtenir les formules qui correspondent aux éléments de

seconde espèce, nous ferons un passage à la limite, en partant des

formules qui conviennent au cas de D non nul.

En rétablissant la constante
;j.,

on a en général

ce qui peut s écrire

OLT.

COS—^- = O,

4 t,u

or

2 sin-—.—
1 1

[^ Six'-
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X2
et remplaçant 4 l>-' par

—
jy-

, on a

. „ aa aa ^
2Sin2-^- = -^ D+...;

4 ï
[-1

2 A^

si l'on porte ces valeurs dans l'équation à transformer, puis qu'on

égale à zéro le terme du plus bas degré en D, il reste

|aa 1^ I

I o
o;

c'est la relation cherchée entre les distances relatives à deux

groupes de quatre éléments de seconde espèce.

On a de même

|aa |,î I

1 o

plus généralement, pour n^^'i et l'on ^^ déduit sans peine

aO

pour «^4î (^) étant un nouvel élément arbitraire; et aussi

|aa' |rt
= o

pour n^ 5.

Pour deux groupes de cercles ou cycles, de centres (a),

(!^), . . ., (a ), C^'), ... et de rayons ;«, /'p,
• • •

, 'V, /'p',
... on

aura de même

et

IcosTara' « =
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>/i^o ; puis

at/-p.../V/-^'

r r .

12 sia2 iCaCc

o o

I- o

les trois membres de cette formule étant nuls pour n^6.
On peut envisager de nombreux cas particuliers.

1° Si le cercle CaCst l'absolu, on aura de nouvelles formules eu

modifiant les précédentes, et faisant

1 sin^-
r„r.

— =o,

2 Ta'

COsTaTa- _ I

ra
~

ara'

Cr[(jo

Toutefois dans la seconde formule, afin de ne pas tomber sur une
9

G C '"

identité, on fera
^ ^ = —

i -r
ra.

:
—

i -t- ^^^> et l'on égalera les coeffi-

cients de — dans les deux membres, cette quantité étant consi-

dérée comme infiniment petite du premier ordre, tandis que
2

—r- est du second ordre.
ri

1^ Si le cercle C» est de rayon nul, c'est-à-dire se réduit à une

série linéaire, on fera

/•aCOSrara' =
rsc
— aa

arjtSin
> a*- a' ^^ — '"a'

1
~

ir^'

3° Si le cycle Ya est spécial, et représente avec l'absolu l'élé-

ment («1^), de sorte que /'a est infini, on fera

2a a,

et les termes qui ont r^ en facteur disparaîtront d'eux-mêmes
;

d'ailleurs ici, on a avec précision

COSrara' =

l'élément (a) étant orienté.
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De plus, on aura
2

GaCa' , "T^x= 2 (/a'
— a a).

'"a

4" i^a dernière égaillé reste encore exacte si C» n'étant plus un

1 I
• <^^a^a' ^^' ï

cercle, on y remplace asm- -par i, , r^ et — par o; ou
2 2

1
• Cl(vG(v' aa' II

bien par
—

i
,

—~
,
— et — par o.

fa.- J'a. 'a ''à

tn Ti i j A • 1» 1 asin^r/iFa'
D" Il en est encore de même si 1 on remplace ^ par

1 aa I
^ I 1

. ti-v'-'a' aa
)
—
;— 5
— et — par o; ou bien par ar^, - —

> /'a et

I— par o.

On combinerait sans peine tous ces différents cas particuliers.

Toutes ces formules s'obtiendraient directement comme au

Chapitre précédent. Elles serviront aux mêmes usages, et per-

mettront de résoudre la plupart des problèmes sur les cercles ou

les cycles. On retrouverait ainsi toute la Géométrie ordinaire des

cercles sans difficultés. On fera d'ailleurs la même observation

générale qu'à la fin du n° 399.

IV. — Les substitutions conformes.

437. De même qu'au Chapitre précédent, nous pouvons envi-

sager les cercles Ca comme remplissant un espace à trois dimen-

sions.

On peut transformer les cercles en cercles, en soumettant les

(a) à une substitution linéaire quelconque; et, en particulier, on

peut envisager les substilutions faites sur les (a) qui correspondent
à une transformation des éléments {x).

Gomme précédemment, si une telle substitution est définie par

les formules

CLi
—

lii a\ 4- X/2 3^2 -+- Xj3 a'j -r- X/4 (X\ ,

la substitution transposée, faite sur des variables (y)-,

7'i= Ài/JKi-4- X2/JK2-i- hiYs-^ '>^uyk,

devra être telle qu'elle ne change pas la série quaternaire définie
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par l'équatioa

et cette même substitution transposée établira la correspondance
entre les éléments (y) et (^), à la condition de faire

On est donc ramené à chercher les substitutions, dans un espace à

trois dimensions, qui conservent un absolu défini par

les (y) étant les variables d'espèce opposée aux (a). Mais ici, le

discriminant de la forme F y- -hy] est nul, ce qui va modifier h s

théories du Chapitre précédent.

-438. Prenons l'absolu sous la forme F ::= — 2x2X3:= o; on

trouve alors immédiatement, en s'aidaut de ce qui a été dit sur Its

mouvements en Géométrie métrique ternaire générale, que Its

substitutions cherchées, que nous appellerons substitutions con-

formes de première espèce, sont de la forme

a, = A, 2

aj = À, a

23 = A3 2

-f- (of aj -!- Wj a., -f- toj tOî yJtx^,

-T- w
j- a.\ -^ Ui'f a'j -t- tu

',

w
j y/.i 2'^ ,

-4- Wj w'j / V. a', -f- w* w'j y/ 2 a', -i- ( coi Oi
^ -î- 10»

10', ) z\ ,

^
I? ^>jj ^>3> ^>4> ^i> ^'^1? ^if ^'2 ^t2int des paramètres arbitraires.

Elles donnent inversement

x\ = À,a-,-^- Àjj",-T- Às-z's-^ /.i/iJ-jors,

a'
j
=:

tof Xj -f- w',- 3*3 -r- Wj U)
j y'â ^2x7^^,

a-'j
= wf JTj -i- 10 .,* J"3 -r- tOjW j /ï ^IXiJCz,

\Jxx^x^ = w, Wj \ir<i -i- (o
j w'j ^2X3 -f- ( toi tu'j -i- a-j to', ) ^J-i.x^ x^.

Ces substitutions forment un groupe à huit paramètres, compre-
nant en particulier le groupe des similitudes et les similitudes

s\ métriques. Il leur correspond des invariants conformes, si:r

lesquels il est inutile d'insister.

Sans étudier les éléments doubles définis par les substitutions

précédentes, remarquons que les séries linéaires (a'), qui sont des

Ax. - I. 3i
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transformées de séries linéaires, vérifient la relation

Xi a'j -4- (.ui co, /â a'j -I- W2 w'j y/a «3 = o.

On peut donc choisir l'élément fondamental (i| de façon

que )v4= o, sauf si l'on a à la fois w, = to.,^ o, ou
w',

=1 «2= o.

Dans ces deux cas, les séries linéaires considérées sont celles qui

contiennent l'élément double (g) de l'absolu.

Supposons que l'on puisse prendre )v4= o, et cherchons alors

quand il y a involution. Un premier cas, auquel peut se ramener

une substitution conforme quelconque du même genre par l'ad-

jonction d'une similitude ou d'une similitude symétrique conve-

nablement choisie, correspond aux hypothèses

À2=X3=Xi=0. Wi 4- 10^
= 0, Xi = (oJiW'j CO-jW,).

Les cercles doubles pour cette transformation sont d'abord le

cercle

OUX.2 -+• m\ 373 -4- Wi \/l Y 9. X-2 X3= O,

qui se décompose en deux éléments contenant (g), à éléments

orientés; puis tous les cercles d'un réseau, leurs coordonnées

vérifiant la relation

— Wj aj -H w^as -f oj[ y^oc^ = o.

Les cycles équivalents à ces cercles sont à une dislance con-

stante k du cycle spécial formé par (g) et l'élément (A) d'équation

on a d'ailleurs

— oji/a
cosA: =

/- 2a)j (02

l'orientation de A étant déterminée par y/
— 2

co', w^.

Si, de plus, (y) et {y') sont deux éléments de première espèce

correspondants, ces deux éléments sont alignés avec (A) et l'on a

sans peine
Av A y' ,

k
tangî—^ tang2—f^ = tang*-^—

Cette transformation est une inversion spéciale de première
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espèce. Si l'on a (o,=:to.,^o, il vient cosA" = o, et l'on a une

simple symétrie; si
tOoio',

rr= o, l'élément (A) appartient à l'absolu.

Un second cas d'involution correspond aux hypothèses

Xv^O, (Ui -f- w'j
= o, Ài^COiO»^

—
OJjtU, , X2' AjWj = o.

Ici les cercles doubles forment deux faisceaux, dont l'un est

composé de cercles décomposables en séries linéaires conte-

nant {g)'i le lieu des centres des autres est un élément (B) et une

symétrie par rapport à (B) ramène ce cas au précédent.
Si cependant l'une des quantités ojo ou

to',
était nulle, un chan-

gement de coordonnées permet de supposer ^2= ^3 "= o, ce qu'on

pourrait faire aussi en général, et l'on est ramené au cas précé-

dent, non plus par une symétrie, mais par l'emploi du mouvement

simple

Examinons maintenant le cas où l'on ne peut prendre A4 = o.

Un changement de coordonnées permet de supposer A2= A3= o.

Les cas d'involution correspondent aux hypothèses

Xj — z± wa', , a2 = wa'j, a:j=oja3, aj = Àja',
—

: wa'^,

d'où

x\ = ±: (oxt -^ \iy -2x2X3, x'^
= 10^2, ar'j

= '0X3,

\/iXiX3 = — to y/2 0^2 x'3 ;

de plus, une symétrie de la forme

^1 = ^1, Xi=(XXn, X3=-X=,,
Cl

composée avec ces substitutions, leur conserve leur caractère invo-

lutif.

Une substitution conforme quelconque pour laquelle A4 ne peut
être supposé nul peut se ramener à l'un des types précédents par

l'adjonction d'une similitude ou d'une similitude symétrique coc-

venable.

l*our la substitution

ai=ioa'j, aj=waj, a3=uiaj, a-,= Xi<x\
—

wz\,

les cercles doubles sont l'absolu el tous ceux dont le rayon est
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é"al à — )^-^, deux cercles correspondants ont même centre, et

la somme de leurs rayons est — A — •

Pour la substitution

«1 = — wa'j , !Z2=wa'2, a3=wa;3, a^ = X^ a'j -4- coa'^,

les cercles doubles sont tous ceux qui se décomposent en deux

éléments contenant
( «), et le cercle particulier

iiMXi— Xi y/a 3\ x-i = o.

Si [y) et {y') sont deux éléments correspondants, ils sont ali-

gnés avec {g)j et l'on a

hy -4- "iJK X

Q, est d'ailleurs le centre du cercle 2co.r, — \,, y/a j-o ^7;)= o, dont

,
XX,

le rayon est—••

On fera les mêmes remarques qu'au n" 404 sur les substitutions

conformes relatives aux cercles.

439. Soumettons maintenant de la même façon les coordon-

nées «,, «2? <^37 <^4 d'un cjcle à une substitution linéaire, et envi-

sageons en particulier les substitutions linéaires sur les (a) qui

définissent en même temps une transformation des éléments (^).

Comme au n" 400, on voit tout de suite que les substitutions

cherchées seront celles qui conservent la série quaternaire définie

par l'équation quadratique C««=: 2 «2 <^3
— «(«5=0; et la substi-

tution transposée appliquée aux variables

2(?Xï)(cp'X|), 2(fAÎ)(o'f'0. 2(ç'X?)(o'yO, (?'f'0%

liées par une relation quadratique, définira la transformation cor-

respondante sur les(^). Dans l'hjpothèse, que nous conserverons,

où F = — 2X2^3, ces variables sont simplement, en gardant les

simplifications du n° 432, 2 ^2^3,
— 2^, ^3,

— 2^, ^2, ^'r

Ces substitutions transforment un cycle de rayon nul en un

cycle de rayon nul et, de plus, conservent la diytance de deux

cycles.

440. Nous pouvons définir un éléiiiei:
l(!;) par les deux ystèmcs



CHAPITRE XVI. — LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE SPÉCIALE. 485

de paramètres binaires (a) et (u.) qui définissent les deux éléments

communs à (ç) et aux éléments qui constituent l'absolu, d'équa-

tions

quand F^ — ^Xy-r^; ou plus généralement, avec les notations

du n" 432,

Les substitutions que nous avons en vue, transformant un cvcle

de rayon nul, c'esl-à-dire composé de deux éléments {x) appar-
tenant à l'absolu, en un cycle de même nature, seront par suite

obtenues en posant

ou bien

À 2
= 7,

;ji',
-f- T

j'
ut

j ,

f^i= 'i!^i
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seconde espèce, et il leur correspondra des invariants conformes

faciles à définir d'une façon plus précise.

Les éléments doubles, pour une substitution conforme, se

déterminent comme au n" 4-03.

4il. En général, qu'il s'agisse d'une substitution du premier

tjpe ou d'une du second, les cycles spéciaux, c'est-à-dire pour

lesquels «, = 0, qui se transforment en cycles spéciaux, con-

tiennent l'élément fixe défini par

g. ^ h ^ U .

(72^2 CTjTi Œi^s

si l'on a t2= ~o^o, la transformation est une similitude, ou

une similitude symétrique, suivant son type. Ce cas écarté, soit

a'2T27^0î 6t prenons, ce qui est possible, l'élément fixe que
nous venons de définir, pour élément fondamental Û(, de sorte

que 0-,
= T) = o. Une substitution du premier type sera alors invo-

lutive si l'on a de plus <s'.^
= "^'2= o. Les éléments doubles de cha-

cune des involutions ainsi déterminées sur les deux éléments de

l'absolu sont conjugués harmoniques par rap{)ort à
(
»

)
et Oo

ou O3; en les combinant ensemble, on détermine deux couples

d'éléments de seconde espèce (a) et
(|3), (a') et

([i'),
les élé-

ments (aj3) et (a'|3') contenant 0|.

Les cycles doubles pour la substitution envisagée sont ceux des

deux faisceaux déterminés par (a) et ([3), (a') et (P')", ces deux

faisceaux sont conjugués et les cycles de l'un sont orthogonaux
aux cycles de l'autre.

Une substitution du second type sera involutive, si l'on a de

même o-2= -'^
= 0, et de plus t', T2 = 3"2~'r

Dans ce cas, dit inversion spéciale de seconde espèce, on a

/

et l'on est ramené à l'inversion particulière définie au n" 28i

comme cas particulier de la correspondance quadratique biration-

nelle, de sorte que nous pourrons appliquer les propriétés de

cette transformation.
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Les cycles doubles pour cette substitution sont d'abord le cycle

^'iTr— ^2;2:{ = o,

de centre Q(, et tous les cycles orthogonaux à celui-là. Le carré de

son rayon est d'ailleurs \- — •

Deux éléments (i) et (ç') correspondants sont alignés avec Qi

et I on a —
;
—r - « 2^1

Revenons maintenant au cas exclu d'abord oiî l'on a 3-2':o3=o,

et soit T2= o. Si la substitution est du premier type etinvolutive,

on peut disposer de Q, de façon que

-i = :7', =0, -'1=0, Zi-+--',=o,

et l'on se trouve dans un cas limite du cas général ; pour le second

type, il y a involution seulement si 7.,= o, en particulier, et l'on

est ramené à une symétrie.

Une similitude ou une similitude symétrique convenablement

choisie permet toujours de ramener une substitution quelconque
du premier ou du second type à un cas d'involution. Une substi-

tution conforme involutive se ramène aussi, par l'adjonction d'une

symétrie évidente, à une inversion spéciale.

Nous remarquerons enfin que le réseau formé ici par les cycles

spéciaux, composés de (g) et d'une série linéaire, a pour corres-

pondant un réseau de cycles contenant un même élément (;) fixe.

On ne pourra donc pas en général, par une des substitutions que
nous venons d'étudier, transformer trois cycles en trois séries

linéaires.

Pour des raisons que la Géométrie quaternaire rendra évidentes,

un hypercercle sera l'ensemble des cercles dont les coordonnées

vérifient une relation de la forme

Ajaj -i- 2A2aia2+ sAsaïas— aA^aiOti-T- A5(2a2Z3— a;) = o,

l'absolu étant toujours pris sous la forme F = — ix-^x^^^o.

Tous les cercles d'un hypercercle sont à une distance constante

d'un cercle fixe, comme on le vérifie sans peine; et de même tous

les cycles équivalents à ces cercles sont à une distance constante

d'un cycle fixe, qui a même centre que le cercle fixe précédent.
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Un hjpercjcle sera de même l'ensemble des cycles dont les

coordonnées vérifient une relation de la forme

Airti+ A2a2-+- A3«3+ A4«4-4- As /— Ca'= o.

L'ensemble des cercles équivalents à ces cycles forme un hyper-

cercle, et l'on aurait pu faire la même remarque en Géométrie

métrique générale.

Nous n'étudierons pas ici ces éléments nouveaux, auxquels

s'appliqueront les théories de la Géométrie quaternaire.

Les coordonnées circulaires et cycliques,
et les séries orientées.

442. Les cercles Gp dont les coordonnées vérifient une relation

linéaire

«l^l-t- «2?2-^ «3 83-+- «4 [34= O

définissent un élément (a), de coordonnées «,, «2, «3, tel que la

distance de cet élément aux cycles équivalents aux cercles Gp ail

une valeur constante A" définie par

k _ __nj

Quand k est nul, on a en particulier Fa'+ à\ =^ o.

]\ous sommes ainsi amenés à définir un élément (a) par les

quatre coordonnées circulaires, «(, «2> ^3> cih liées par la rela-

tion Ffl"-H- à\z=LO.

Une équation de la forme y(a,, «2? (^zi «4) = o, jointe à la

relation Fa5+«4 = o, définit une série ternaire, que l'on peut en

général dédoubler en deux séries orientées, et sur laquelle on peut

répéter tout ce qui a été dit au n" 408.

Inversement, il sera facile de reconnaître si une série ternaire

donnée est susceptible ou non d'orientation, puisque dans le pre-

mier cas, son équation doit permettre d'exprimer y/^ tV ration-

nellement en fonction de x^^ x.^^ x-^.

Si l'on effectue une substitution linéaire générale sur les («),

de sorte que les coordonnées (a) sont transformées par la substi-
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luli(in transposée, on est amené à envisager des coordonnées cir-

culaires plus générales.

4-i3. Les cycles Tb dont les coordonnées vérifient une relation

linéaire

a, i, -4- 'Xibj -h a:. 63 -^ a^^i = o

sont tous orthogonaux à un cycle fixe Ta pour les coordonnées

duquel on peut prendre les coefficients (a).

Si, en particulier, le cycle Ta est de rayon nul, on a évidem-

ment 2 a, a^ — aja.-,= o.

Les (a) sont des coordonnées cycliques; une équation

fioLi, a;, -ï.-j, a^) = O,

jointe à la relation 2a,a4 — a^a^^o, définit une série ternaire de

seconde espèce dont il est facile de former l'équation. Si, en effet,

(i) est le centre du cercle de rayon nul défini par les (a), on peut

prendre, en général, avec les noiations du n° i.S'â

x, = -2 (9X0 (?')-$), a,--A(a>A£)(o-^'^).

a3= 2(Q'Xf)(??'0' ai=r(cp-B'^)2.

On définira sans peine des coordonnées cycliques plus géné-

rales.

Une équation /(a,, y.-,, a^, a..) = o, de degré p par rapport

aux (a), définit une série de degré 2p, dont nous dirons qu'elle

est orientée de degré /?, quoiqu'ici le mot orientée perde son sens,

par analogie avec ce qui a été déjà fait.

Inversement, il sera facile de reconnaître si une série ternaire

donnée peut être considérée comme une série orientée de moindre

degré.

Tout ce qui a été dit au n° 410 peut être répété ici, avec

quelques modifications évidentes, puisque l'équation d'un cercle

ou d'un cycle est linéaire par rapport aux coordonnées circulaires

ou cycliques.

On définira donc sans peine un élément normal, qui sera de

première espèce, un cercle ou un cycle osculateur, etc.
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VI. — Les séries orientées du second degré.

444. L'objet de ce paragraphe est tout semblable à celui du

paragraphe correspondant du Chapitre précédent; aussi n'insiste-

rons-nous que sur les modifications à faire à ce qui a été déjà dit

quand il s'agit de passer de la Géométrie métrique générale à la

Géométrie métrique particulière.

On considérera d'abord une série orientée y*de première espèce,

et l'on cherchera des fonctions linéaires A/ des (a) telles que

et que

L'équation

/ = yj, A"f -H7;'2 A 1 -4- /?3 A| +/>4 A r,

F„.-f-a|= G = A^-(- A^H- A|.

)vi Al -+- X2 A2-f- X3 A3 -I- Ai A^ = o

représente un cercle (X) qui se décompose en deux éléments

appartenant à (g), quand on a ).,^o, évidemment; c'est le cas

des cercles particuliers Ao^ o, A3=: o, A4 = o.

Il existe sept substitutions linéaires qui conservent la série / et

la forme G; trois sont du type

A,= X'i, Ào ~ — Aj, A3=A3, Av^A^;

c'est une inversion spéciale conservant le réseau de cercles pour

lesquels 'k2= o, et en particulier, par conséquent, A3=o et

Aj = o; cette inversion conserve aussi A2=o.
Une autre est

x,^ — À'i, )w=à;, À3=à'3, >-i=x;;

elle conserve A, =0, et tous les cercles décomposables : elle a été

étudiée à la fin du n° 438.

Enfin trois autres sont du type

ce sont encore des substitutions involutives, obtenues en compo-
sant ensemble deux des quatre précédentes.

445. Si la série/ est une série quadratique ordinaire, on peut

supposer/?, = 0, et A,, Ao, A3 sont des fonctions linéaires de a,.
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a-i^ «3 seulement. La transformation faite est encore celle qui con-

siste à rapporter la série /et l'absolu à leur suite triple conjuguée

commune, dont [g) est ici l'un des éléments de première espèce.

Des sept substitutions linéaires qui transforment ici la série /"

en elle-même et conservent G, l'une n'a d'autre effet que de

changer l'orientation des éléments; une autre est un mouvement

involulif; deux sont des svmétries; les trois autres sont des com-

positions de la première avec les suivantes. Les éléments caracté-

ristiques de ces transformations sont en évidence.

446. En revenant au cas général, on trouve quatre systèmes de

cercles bitangents à la série/; mais l'un d'eux, défini par

/, = o. l\~-\l^\l = o,

se compose de cercles décomposables en deux éléments confondus,

et n'est pas à considérer : ces cercles se reproduisent d'ailleurs

par la substitution particulière

>>1
= — À

j , À2 = >^
2 , >-D

= >>
3 , Xi = À'i

Les trois autres systèmes sont du type

X? Il II
X. — o,

pi— pi P3—Pl P.
—P

les cercles de ce système appartiennent au réseau Ao= o, qui se

reproduit par l'une des inversions spéciales qui conservent la

série/; dans cette transformation, les deux éléments de contact

s'échangent mutuellement. S'il s'agit d'une série quadratique ordi-

naire, le système des cercles qui correspond à }., = o se compose
des séries linéaires tangentes à/. Dans le cas général, dans un sys-

tème de cercles bitangents à /, il existe deux cercles décompo-

sables, les éléments qui composent l'un d'eux étant tangents à /
et contenant [g). En tout, il y a six tels cercles décomposables
obtenus en combinant deux à deux les quatre éléments tangents

à / contenant (^), et autres que les éléments de l'absolu. Pour

une série quadratique ordinaire, il n'y a qu'un seul tel cercle,

appartenant d'ailleurs aux deux systèmes de cercles bitangents.

447. Prenons maintenant l'équation de la série / en coordon-
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nées circulaires ordinaires sous la forme

comme au n" 418, et faisons la même réduction, de sorte que

/= gr,Af-4-g'2A|-f-g'3A| + 2A4(ri Ai-H /-sAj-t-rs A3),

A^ étant a^ et A,, A2, A3 étant des formes linéaires en a,, a^, «3.

I^es coordonnées du centre d'un cercle (a) sont ici X, , )v2, A3, et

si /•), est son rajon, on a

). étant toujours la constante métrique, sans qu'il puisse en résulter

de confusion.

Envisageons d'abord le cas d'une série quadratique ordinaire,

de sorte que /•,
= /'a^ /'s^ o; la transformation précédente est

celle qui consiste à rapporter la série f et l'absolu à leur suite

triple conjuguée commune, et F a ici la forme A!; + A^ ^ o.

L'élément A, = o est le centre de la série quadratique, tandis

que les éléments de première espèce définis par A, = o, As^o
et A, = o, A2= o en sont les axes : les raisons de ces dénomina-

tions sont évidentes, d'après les transformations déjà étudiées de

la série y* en elle-même. •

Soit 0.2 la distance du centre à l'un des éléments tangents à /

contenant l'axe A, = o, A3= o; et a-i la dislance analogue relative

à l'autre axe. On a

si <:/, e, e' sont les invariants des formes /"et F au sens ordinaire,

de sorte que

on a donc, pour déterminer a-j. et as, l'équation générale

, „ . e ^
,
d

a* -4- À^a^ —, -\- h^ —
,.-
= o.

e e ^

L'invariant y relatif à /* et F est
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les (ç) étant les coordonnées de seconde espèce; égalé à zéro, il

représente un cjcle à orientation arbitraire, ayant même centre

que/", lieu des éléments (^) tels que leurs deux éléments communs

avec f soient perpendiculaires.
Il n'y a pas lieu de considérer l'invariant h.

448. Les cercles (a) bitangents à f sont d'abord les cercles

décomposables en éléments confondus contenant (o^), vérifiant

>.i
= o, À^-i- /j-i- À? = o.

On a ensuite les éléments tangents à y, vérifiant

) , == o
'

^ M _^ M =
'

q\^ qî qz
'

et enfin deux systèmes de cercles bitangents proprement dits dé-

finis par les relations

ou bien

X3 = o,

Ces cercles ont leurs centres appartenant aux axes; nous les

avons déjà étudiés quand ils se décomposent; mais, de plus, on

voit que chaque système contient deux cercles de rayon nul,

appelés ybj'e/"5. Les distances Vo et V3 du centre aux fovers sont

définies par

qx
'

^1

les foyers sont fournis par les éléments communs à / et à l'absolu

associés deux à deux.

Si une série quadratique f a les deux foyers d'un même sys-

tème communs avec y, son équation est de la forme

(1) étant un paramèlie arbitraire, et les deux autres loyers sout

aussi communs. Ces séries sont homofocales. Des séries homo-
focales forment un faisceau comprenant l'absolu, d'où un grand
nombre de propriétés connues s'énonçant immédiatement.

>i , M
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449. La réduction supposée au n" 447 n'est pas toujours pos-
sible. Le cas le plus important dans lequel elle cesse de l'être se

présente lorsque la série quadratique f contient l'élément double

(^) de l'absolu. On peut alors prendre _/ sous la forme

/ = /),A^-4- î/^aAiAs— o,

l'absolu restant
F = A|-i-A| = o.

La série quadratique est dvVe parabolique ; l'élément défini par

A, = o, A3= o est son axe, et A( = o définit son sommet; l'élé-

ment de contact de A, ^ o avec y, soit A, = o, A2= o, est per-

pendiculaire à l'axe. Les invariants de y et F sont

d=—p\P\, e ^ — p\, e'=o\

l'invariant y dey et F est ici

égalé à zéro, il définit, outre (^), une série linéaire qui s'interprète

comme précédemment.
Comme cercles bitangents à /, on trouve deux fois la série des

cercles décomposables en éléments confondus contenant {g)\ les

éléments tangents à y vérifiant la relation

et enfin une série de cercles proprement dits :

X2= O, /'îXî-f-a/JijOïXiXa
—/)|X|= 0.

Ces cercles ont leurs centres appartenant à l'axe; il existe un seul

foyer proprement dit, défini par )v2= Oj/^i ^i + '2p2^3= o; sa dis-

lance au sommet, [B,
est définie par

^
kp\ ke^

450. Revenons maintenant au cas général. Les propriétés cor-

respondantes résulteront sans peine de ce qui a été dit au n" 418,

si l'on y prend G sous la forme zk\-\- K\-\- K\-^ A^, et si l'on fait

ensuite un passage à la limite en supposant que e devienne nul.

Les cercles bitangents à y, en dehors de ceux formés de deux
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éléments confondus contenant {g'), sont définis par

9i Çî—? ^3-+-
o,

Ai= Oj

de sorte qu'il y a trois séries de tels cercles, correspondant aux

trois racines de la première équation, z étant une inconnue auxi-

liaire.

Les lieux des centres des cercles de ces séries sont trois séries

quadratiques (Do), (Ds), (D^), homofocales entre elles et à la

série quadratique y,; de sorte que leurs fojers sont faciles à

définir en partant de /.

Les cercles du système qui correspond à (D/) appartiennent à

un même réseau, et sont à une distance constante ki de la série

linéaire (B/)
>• >• ^

Çl
~^

Çi-^ ?i

^
?3-H ?i

Pi correspondant à (D/); d'ailleurs

— I

cosA7 =

4/_-^J 'l—
V {Çi-^pi)^ CÎ3-H?.)-

en faisant 2im = i .

Les cercles principaux (A/) du n*^4^18 deviennent les cercles dé-

composables
/•5A5 TjAs — Ai = o.

Çi-T-pi qz

Les cercles (A3) et (A4) par exemple appartiennent au réseaa

des cercles bitangents à y, correspondant à (D|).

On a, par un passage à la limite évident,

cos Al .\i = cosAi cos/tj.

Chaque système de cercles bitangents ày comprend deux cercles

de rayon nul
;
leurs centres, communs aux séries (D,) et (B/) cor-

respondantes, sont les six éléments tangents doubles de y autres

que les éléments de l'absolu.
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Les séries décomposables contenues dans un système ont déjà

été étudiées.

La propriété du n" 417 modifiée convenablement montre que le

pôle par rapport à (D,) de la polaire de (By) par rapport à l'absolu

a lui-même, par rapport à l'absolu, même polaire que (By) par

rapport à (A/); ou bien encore appartient à la polaire de la polaire

de (By) par rapport à l'absolu, prise par rapport au cercle décom-

posable (A^), polaire réciproque de (A/) par rapport à l'absolu.

Appelons Q l'élément A) ;= o; un élément quelconque conte-

nant (ff) a en commun avec / quatre éléments répartis en deux,

groupes, et les deux éléments d'un même groupe sont tels que la

somme des distances de Q à ces deux éléments soit constante et

égale a — 'iik -
, suit 2 y..

On a aussi

1215/= [ji cos/c;.

Ces propriétés permettent de construire (B3) et (B.,), par exemple,
connaissant (D2) et (B2) ainsi que A^o, et de calculer k^ et A.}.

On voit encore sans peine, en s'aidant de la propriété évidente

des éléments de contact avec f d'un même cercle bitangent, et

cherchant les cercles à éléments de contact confondus, comme au

n** 418, que ces cercles sont au nombre de douze et que les

séries (D3) et (D,,) par exemple contiennent deux par deux les

quatre éléments contenant deux éléments communs à la série tan-

genlielle de (Do) et au cercle (Aj). De plus, les éléments de con-

tact de (D3) et (Dj) avec les éléments indiqués ci-dessus sont per-

pendiculaires à (Bo), ce qui détermine sans ambiguïté (D3) et (Dj),

homofocales à (Do) quand on connaît (A2) et (B^).

On peut multiplier les propriétés des séries que nous venons

d'étudier; mais ce qui précède suffit pour en donner une idée

nette.

On pourra aussi discuter les différents cas particuliers, comme
au Chapitre précédent; et, en outre, on pourra envisager le cas

où la série y, est parabolique; il ne reste alors que deux systèmes

de cercles bitangents, et les séries (D;,) et(D,) correspondantes
sont paraboliques et homofocales.

431. L'équation d'une série orientée du second degré peut
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- écrire

/(A'i, a;, a;, a;» = o,

/ étant une forme quadratique des A^, qui sont elles-mêmes des

fonctions linéaires des coordonnées circulaires ordinaires «i, ao.

Si un élément (A') a pour coordonnées ordinaires (a) et si l'on

considère un élément tangent au cercle A^:;=: o, contenant (A'), en

désignant par // la distance de (A') à l'élément de contact de cet

élément tangent, c'est-à-dire encore la distance du cjcle équiva-

lent à A)= o au cycle décomposable formé de (A') et de (g), on

a, comme au n" 419,

2sinî^ = ^^,

'o]
étant toujours le coefficient de a^ dans A,- et lim étant égal à i .

D'ailleurs si r/ est le rajon du cercle A|= o et si di est la distance

de son centre à (A'), on a

. Je di
2Sin-— =1 j^

1 ri
^

Si le cercle Aj-=o est de rayon nul et se réduit à une série

linéaire de coordonnées T^'), di étant la distance de celte série

à (A' 1, on a

di^\ '^'^

Si le cercle A^^^ o est l'absolu, on a

_ a;

Si le cercle A)::= o est décomposable en deux éléments conte-

nant (g), son centre est toujours défini; soit A", la distance con-

stante d'un élément du cercle à un élément quelconque du centre,

et de même di la distance de i A' i à un élément quelconque du

centre; on a ici

sin di A'i

sin/ci

~
o;Y— Fa'

En appliquant aux différentes formes de l'équation /:= o, ces

différents résultats, on définira, comme au Chapitre précédent, la

An. — I. 32
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série f par des relations métriques simples qu'il est inutile de

développer.

452. Envisageons maintenant une série orientée de seconde

espèce, définie en coordonnées cycliques ordinaires par l'équa-

tion quadratique

/(«!, «2, «3, «i) = O,

jointe à la relation

aaïai— «2*3 ^ o.

On trouvera, en général, quatre fonctions linéaires Aj des (a),

telles que

r = 2aiai— a2a3 = Af -i- A5 -7- k\ + A^

l'équation d'un cycle (X) sera

Xj Aj-i- X2 A2 -h X3 Aj-^ X^Ai = o,

et deux cycles ().) et
(jji)

seront orthogonaux si l'on a

Xl H-l -i- X2 [J.,
-I- X3 [^3+ X4 1^4

= O,

tandis qu'un cycle de rayon nul sera défini par

X2-f-X|^X|-f-X| = o.

On définira les cercles principaux de la série y comme au n" 412,

ainsi que les substitutions linéaires qui conservent la série f en

même temps que la forme F; et l'on obtiendra toutes les mêmes

propriétés générales qu'aux n"' 412 et suivants, pour ainsi dire

sans modification.

453. D'après son équation, la série/estune série quartique de

seconde espèce, admettant les deux éléments de l'absolu comme
éléments doubles; et réciproquement. Les deux groupes de quatre

éléments tangents à f contenant les éléments de l'absolu déter-

minent par leur combinaison les seize foyers de la série y, appar-
tenant quatre par quatre aux cercles principaux, ainsi qu'il ré-

sulte aussi des propriétés de la forme doublement quadratique à

variables binaires.

Les éléments tangents à /suivant les éléments de l'absolu eux-
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mêmes forment deux groupes de deux, et déterminent par leur

combinaison quatre éléments que l'on peut regarder comme les

fovers singuliers de Ja série y. Remarquons, d'une façon générale,

que ces dénominations de foyers et foyer singulier, pourraient

être étendues à des séries de degré quelconque, et d'espèce

quelconque, tant en Géométrie métrique générale qu'en Géomé-

trie métrique spéciale.

La série/, lorsque le terme en a^ manque dans son équation en

coordonnées cycliques ordinaires, se compose de {^g^ et d'une

série cubique contenant les éléments de l'absolu; c'est celle-ci

qu'on regarde comme définie par l'équalion y"= o. Elle admet

seize foyers définis comme précédemment, et un seul foyer sin-

gulier.

Enfin si a, ne figure pas dans l'équation f r=. o, la série f se

compose de (o^) deux fois, et d'une série quadratique ordinaire;

celle-ci admet quatre foyers. Dans ce cas, la réduction générale

efl'ectuée au commencement du numéro précédent est impossible.

Il est inutile d'étudier les séries quadratiques ordinaires de

seconde espèce, puisque leurs séries tangentielles sont de même

nature, et ont été étudiées précédemment.

4oi. Considérons donc une série orientée générale du second

degré et prenons l'absolu sous la forme F = x^ -r -2^3
= o; il sera

possible en général, ainsi que cela résulte de ce qui suit, de choisir

les coordonnées de façon que l'équation de y en coordonnées (;)

ordinaires soit

l'équation d'un cycle (a) sera

les coordonnées de son centre étant A,, Ao, ).:,, et son rayon :

déterminé par
- Aï — \\

—
?.).iÀ.,

0- = A- — 5—r
•

'm

Les coordonnées cycliques sont ici
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Les cycles bitangents à f sont déterminés facilement par les trois

équations
P- r\ r\

qi q%~^ ? q3-+- ?

—
''^v
= o,

^i , ''2^2 '"s/^s

qt ^2-t- p 'Zs-*- p

p
étant une inconnue auxiliaire.

Il existe donc quatre systèmes de cercles bitanp^ents à f; les

lieux (D/) de leurs centres sont des séries quadratiques homofo-

cales, et il est facile de vérifier que leurs foyers sont précisément
les foyers singuliers de la série /. Les cercles bitangents à / d'un

même système sont orthogonaux à un cercle fixe (A./), d'équation

^2 ~^ Ç3
"

Si S2— SlSSH •

Çl
—

O,
q^-r-pi qs-^pi qi

p/
étant la racine correspondante de l'équation en

p.

Les quatre cercles principaux sont orthogonaux et, d'une façon

générale, on retrouve toutes les propriétés énoncées au 11° 418 :

les centres des cercles principaux (A2), (A3), (Â.4) sont les élé-

ments ayant même polaire par rapport à (A, )
et (D, ) ;

....

Chaque système de cercles bitangents à (f) contient quatre

foyers ou cercles de rayon nul, éléments communs aux séries (D/)

et (A/) correspondantes, et deux séries linéaires doublement tan-

gentes à y*;
....

Les cas particuliers se discuteront comme au n*' 418, et condui-

ront aux mêmes conséquences, la série f pouvant se décomposer
en une série cubique et un élément appartenant à l'absolu quand

l'équation en p
a deux racines doubles; etc.

Un cas particulier intéressant sera celui où l'on a g.2= Çs, de

sorte que les éléments de l'absolu sont cuspidaux pour la série f.

Les séries (D,) qui correspondent aux racines de l'équation en
p

autres que
—

^2 sont des cercles, ayant pour centre l'unique

foyer doublement singulier de /. En général, la racine — q^ de

l'équation en
p est simple, et l'on peut supposer /•3=o, sans

altérer la généralité. Les cercles qui correspondent à cette racine

ont leurs centres appartenant à la série linéaire )v2=o, et sont
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déterminés par une nouvelle relation; ces cercles comprennent
trois foyers proprement dits.

La relation qui détermine les rayons de ces cercles sera

qAl— 'i-rîlsh (^3^1— ^2>>3)-=o.

De telles séries pourront d'ailleurs encore avoir un élément

double ou cuspidal.

4oo. Si la série f se compose d'une série cubique et de (g),

son équation peut s'écrire

/'iÇiîaiîâ
~

?5J
~

S'îîî^a-" S'a?! îs
—

-i'^sîiîs
—

^^iÇi
— o,

en choisissant convenablement les coordonnées.

Les cvcles bilangents à y* sont déterminés par les équations

(?
— ^2)(?— ^3) P

—
Çî P\

XI 9.X,X, ).f

= o.

= o,

îll ^"^2 ^ X3— ^' X4= O-

P\ 'Pii? — 9i) Pi?—Çi){p — 13)
'

Pip
—

Ç^-)

les propriétés générales subsistent; mais ici les séries (D/) sont

paraboliques, ajant d'ailleurs pour foyer commun le foyer singu-

lier de /; les centres des cercles principaux appartiennent à /, et

les éléments tangents à f correspondants contiennent l'élément

de/, autre que les éléments de l'absolu, appartenant à {§')•

Les cas particuliers se discutent sans peine.

456. Ce que nous venons de dire sur les séries orientées du

second degré de seconde espèce nous fait connaître les rapports
mutuels qui existent entre les systèmes de séries quadratiques
doublement tangentes à une série quartique douée de deux élé-

ments doubles, qui contiennent ces éléments doubles; inverse-

ment, on pourra transporter à l'étude de ces séries les théorèmes

généraux que nous avons rencontrés dans l'étude des séries qua-

dratiques quadruplement tangentes à une série quartique possé-

dant deux éléments doubles. Les réseaux définis par ces séries

quadratiques, quand elles contiennent les éléments doubles, ont
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précisément pour jacobiennes respectives les cercles principaux
(le la série/", d'oîi une série de propositions faciles à énoncer.

Tout ceci s'applique aussi aux séries quadratiques doublement

tangentes à une série cubique et contenant deux éléments donnés

de cette série.

457. L'équation d'une série orientée du second degré et de

seconde espèce peut s'écrire

/(A',, A'o, A^, A\) ^-o,

f étant une forme quadratique des A), qui sont des fonctions

linéaires des coordonnées cycliques ordinaires a), ao, as, :l^. En

spécifiant les coordonnées comme dans le cas particulier qui ter-

mine le n° 432, nous pouvons prendre

l'absolu étant F := —•

2.2:2^3.

Si l'on considère un élément (A') de coordonnées ordinaires (^).

et un élément tangent au cycle A^=o contenant (A'), en dési-

gnant par ti la distance de (A') à l'élément de contact de cet élé-

ment tangent, et par cp'^
le coefficient de a, dans la fonction

linéaire A', on a
A'.

si le cercle A^=o est de rayon nul, cette formule subsiste,

ti étant la distance de (A') au centre du cercle. Si le cercle A^= o

est décomposable en un élément de coordonnées (^') et (^), on a,

si ti est la distance de (A') à
(.a;'),

A'-

ti=\
^' •

si le cercle A^=: o est l'absolu, on a

,- ^'-

<Pj'
étant le coefficient de a, dans A|.

De ces résultats, on tirera, comme aux n"' 419 et suivants, la
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définition de la série /, à Taide de propriétés métriques simples;

le passage du cas général traité au Chapitre précédent au cas

particulier qui nous occupe ici n'offre aucune difficulté, et l'on

retrouve en particulier sans peine les propriétés métriques con-

nues des séries quadratiques.

FIN DU TOME PREMIER.
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